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Résumé 

Pour les algèbres de Lie absolument simples, de dimension finies, de rang au moins 
2, définies sur un corps local de caractéristique et admettant une graduation : g = 
0-2 © 0-i © 0o © 0i © 02, donnée par un élément H tel que 2H soit simple, on définit 
(à 2 exceptions près) des sous-groupes paraboliques P, inclus dans le groupe des auto- 
morphismes de et centralisant H , dont l'action sur jji et 0_i est géométriquement 
préhomogène. On étudie la structure de ces espaces préhomogènes. On montre que les 
fonctions Zétas associées aux invariants relatifs fondamentaux de P définis sur 0i et 0_i 
admettent des prolongements méromorphes qui vérifient des équations fonctionnelles abs- 
traites et on donne le calcul explicite des coefficients des équations fonctionnelles, des 
polynômes de Bernstein associés aux invariants relatifs fondamentaux de P dans le cas 
archimédien, par une méthode de descente à des centralisateurs de paires d'algèbres de 
Lie de type sh qui commutent. 

Ceci généralise des résultats bien connus lorsque 02 = {0}. 



Introduction 

Comme il est dit dans [Sa 6j . un problème intéressant en analyse et en théorie des nombres 
est le suivant : étant donnés 2 polynômes homogènes P et P* en n variables de degré d à co- 
efficients réels, trouver des conditions afin que la transformée de Fourier de |P(x)| s , s étant 
un nombre complexe, vérifie l'égalité |P(x)| s = facteur gamma. \P* (x)\~ s ~~5 au sens des dis- 
tributions. 

Il est bien connu qu'une réponse à cette question est donnée par la théorie des espaces 
vectoriels préhomogènes dûe à Mikio Sato et introduite dans les années 1960 (|Saj. première 
version publiée en 1970 en Japonais) et dont une classification a été obtenue par M. Sato et 
T.Kimura f |Sa-Ki| L 

Par la suite cette théorie a connu de grands développements et dans de nombreuses direc- 
tions. 

Dans ce travail, on s'intéresse aux fonctions zétas locales associées à l'action préhomogène 
de certains sous-groupes paraboliques ceci dans le cadre des préhomogènes de type parabo- 
lique. 



1. Les préhomogènes considérés sont de "type parabolique" ( |Ru 2j . [Ru 3j ). plus précisé- 
ment soit g une algèbre de Lie absolument simple de dimension finie, définie sur un corps local 
de caractéristique zéro que l'on note F, on suppose que g est munie d'une graduation : 

= ©iezSi 

où les Qi sont des sous-espaces vectoriels de g vérifiant la condition : 

C Qi+j Vi, j G Z. 

Les dérivations de g étant intérieures, il existe un unique élément appartenant à go qui 
définit la graduation, on le note Hq et on a : 

Vi G Z Qi = {x G g | [H ,x] = ix}. 

Soit G le centralisateur de Hq dans le sous-groupe ^4uto(g) ([B ou 2j ) des automorphismes de 
g. Ce groupe opère sur chaque espace vectoriel Qi,i G Z, mais on considère l'action de G sur 
gi et la représentation correspondante est notée de manière infinitésimale : (go,gi,-ffo) ou 

(so,gi)- 

Les sous-espaces vectoriels gi et g_i sont mis en dualité à l'aide de la forme de Killing de 
g d'où (G, g_i) est la représentation contragrédiente de (G, Qi). 

D'après un résultat de E.B.Vinberg ([Vij), ces représentations sont géométriquement pré- 
homogènes ce qui signifie que G possède une orbite ouverte dans gi muni de la topologie de 
Zariski, ceci lorsqu'on se place sur une clôture algébrique de F, et le nombre d'orbites de G 
dans q±i est fini. 

Ainsi (floifli) es t une F-forme d'un espace préhomogène, appelé de type parabolique, en ef- 
fet la sous-algèbre (Bi>oQi est une sous-algèbre parabolique de g dont le radical nilpotent est la 
sous-algèbre : (Bi>iQi et la sous-algèbre réductive go est l'algèbre de Lie du groupe G (|Ru~2]). 
Lorsque la graduation est courte, c'est à dire telle que g = g_i © flo © 0i> I e préhomogène est 
dit de"type commutatif" (car gi est une algèbre commutative). 

L'intérêt des préhomogènes de type paraboliques réside dans la présence de l'algèbre simple 
g qui contient à la fois l'algèbre de Lie du groupe G et l'espace gi de la représentation, permet- 
tant ainsi l'étude et l'expression des résultats en termes de la structure de g (cf. par exemple 
les travaux de N. Bopp et H. Rubenthaler dans |Bo-Ru 2j ). 

Ainsi une description possible des orbites de G dans gi est réalisée à l'aide d'une version 
<Cgraduée3> des sl2~ triplets. On rappelle qu'un sl2~ triplet est un triplet non nul (x,h,y) 
vérifiant les relations de commutation suivantes : 

[x,y] = -h, [h,x]=2x, [h,y]=-2y ( [Bo\T2] ). 

Par une généralisation du théorème de Jacobson-Morozov, il est bien connu que pour tout x 
non nul de gi, il existe h et y appartenant respectivement à go et à g_i tels que (x, h, y) soit 
un sfo— triplet. 
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Définition Un élément h de g est dit 1-simple si il existe un sl2-triplet (x,h,y) tel que x 
(resp. y) soit dans gi (resp. Q-i) . Un tel sl2 — triplet est appelé 1-adapté. 

Soit a une sous-algèbre abélienne déployée maximale de g contenant Hq, on note A le 
système de racines correspondant. Ce dernier est également gradué par Hq : 

Ai = {A G A | X(H ) = i}. 

On choisit un ordre sur A pour lequel les racines appartenant à Ui>oAj soient positives, soit 
S une base de A et £j = S n A,, i G Z, on adopte la notation classique (A, S — Sp) (ou bien 
(A, Ao) lorsque £ — Xo = {-^o}) pour désigner le préhomogène (go, gi) ( |Ru 2j ). le préhomogène 
(flO)fli) sera dit déployé lorsque g est déployée. 

Les préhomogènes de type parabolique absolument irréductibles, c'est à dire pour lesquels 
gi est un Qq — module absolument irréductible, sont réguliers ([Sa-KiJ) si et seulement si 2Hq 
est 1-simple ( |Ru 2j ). Dans ces conditions, on peut supposer que gi et g_i engendrent g, ce 
que l'on fera systématiquement ainsi le préhomogène sera de type (A, Ao), il existe ( |Ru 2| ) 
un polynôme défini sur gi, relativement invariant par G et de degré minimal, que l'on note F, 
tel que : 

{x G Qi admettant 2Hq pour élément 1-simple} = {x G gi | F(x) ^ 0}. 

Il existe un caractère x de G tel que : 

Vg G G, Vx G fll : F(gx) = X {g)F{x) (1) 

et toute fraction rationnelle définie sur gi vérifiant une relation analogue à (1) est (à une 
constante multiplicative près) une puissance entière de F. L'invariant relatif F, qui lui aussi 
est défini à une constante près, est dit fondamental et l'ensemble de ses zéros est le lieu sin- 
gulier noté S. 

On a exactement la même situation sur le préhomogène "dual", (G, Q-i), l'invariant relatif 
fondamental sera noté F* et son lieu singulier S*. 



Soient : 

0±, Oi les orbites de G dans gi — 5 et O*, 0\ les orbites de G dans g_i — S*, 

u un caractère unitaire de F*, tt = u\ \ s , avec s G C, un caractère de F*, 

Pour / appartenant à S(fli), l'espace de Schwartz de gi et g appartenant à S(g_i), on 
appelle fonctions zétas locales les expressions : 

ZOi(M= ! f{x)ir(F(x))dx , Z OÎ (g;7r)= [ g{x)^(F* {x))dx 
JOi ' Jo* 

qui convergent pour partie réelle de s assez grand, elles admettent un prolongement méro- 
morphe sur C et il existe des fonctions méromorphes (en s), notées ao*,o ( 7r )> telles que pour 
i = 1, ...,£ et / appartenant à S(gi) on ait : 

Zo*(M= £ a o?A 0r)Z Ot (/;7r- 1 | 1^) avec N = p (EÊSE], EO, EU)- 
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Dans le cas réel, les fonctions ao*,Oj on t une forme particulière ( [Sh Elles ont été cal- 
culées dans un grand nombre de cas (dans le cas commutatif et dans le cadre des algèbres de 
Jordan [Sa- Fa] , cf. les travaux de M.Muro, par exemple (Muro 2] , [Muro 3| , |K-Mj . par des 
techniques de micro-analyse ). Dans le cas p-adique, l'étude fondamentale est dûe à I.J.Igusa 
(cf. les travaux cités et en particulier |Ig 1 1 1 et |Ig 12| pour un panorama) et à ses élèves (par 
ex. [Rô]). 

Rappelons très brièvement que l'étude des fonctions zétas globales qui sont définies : 

- soit à partir de la situation décrite ci-dessus mais en prenant comme corps F un corps 
de nombres, la fonction zêta est alors celle obtenue par extension sur les adèles de F, son 
prolongement méromorphe vérifie également une équation fonctionnelle (cf. par exemple : 
appendice de pars] . |Ra-Sc| . [Wr] . [Îg6] , [Kl<] . [Mu~5] . [SâT2] . [SâTl] ). 

- soit à partir de la situation réelle et de séries de Dirichlet associées à des réseaux G%- 
stable dans 0i (cf. par exemple Sa Sïï] , |Sh lj . |Sh 2j . [Sa lj . [Sa 2j ). 

est nettement plus difficile et qu'il est regrettable que toute la bibliographie que nous donnons 
à titre indicatif soit non exhaustive. 



Dans le cas particulier des préhomogènes commutatifs pour lesquels l'algèbre n'est pas 
de rang 1, il existe (au moins) un sous-groupe parabolique P de G dont l'action sur g±\ 
est encore géométriquement préhomogène ( [M-R-S ] ). Lorsque le sous-groupe parabolique est 
minimal parmi ceux-ci, les invariants relatifs fondamentaux correspondants, notés Fi,...,F p 
sur 0i et F^, F* sur 0_i donnent à nouveau des fonctions zétas à multi-indice qui vérifient 
également des équations fonctionnelles analogue aux précédentes, ces résultats, qui se trouvent 
déjà dans |Sh 2j . sont dûs dans le cas réel à N.Bopp et H.Rubenthaler ( |Bo-Ru 2j ) ainsi qu'à 
J.Faraut et A.Koranyi lorsque le sous-groupe parabolique est minimal ( |Fa-Koj ). et ce dans le 
cadre des algèbres de Jordan, et à Y.Hironaka dans certains cas p-adiques ( |H lj ). 
Dans cette situation commutative uniquement, chaque orbite ouverte, Oj,i = 1, ...,£, est la 
réalisation d'un espace symétrique G/Hi. Dans |Bo-Ru 2] , N.Bopp et H.Rubenthaler ont gé- 
néralisés les travaux de R.Godement et H. Jacquet ( |Go-Jaj ) en associant des fonctions zétas 
locales à des vecteurs distributions Hi— invariants associés à la même représentation sphérique 
minimale de G et ont établis les équations fonctionnelles correspondantes. 

Lorsque le parabolique est minimal, les fonctions sphériques et les problèmes associés ont 
été largement étudiés par J.Faraut et A.Koranyi ( |Fa-Koj ) dans le cadre des algèbres de Jordan 
et Y.Hironaka dans certains cas p-adiques. 

Dans le cas réel, J.L. Clerc a réussi à généraliser certains résultats précédents à une classe 
plus large de préhomogènes non commutatifs à l'aide des représentations d'algèbres de Jordan 

(PI)- 

2. Dans ce travail, on se propose de donner une situation analogue au cas commutatif c'est 
à dire définir pour chaque préhomogène de type parabolique absolument irréductible régulier 
(cf.l.) de graduation au plus 5 c'est à dire 

= 0-2© 0-1 © 00 © 51 © 52 

de rang au moins 2 dont l'invariant relatif fondamental n'est pas une forme quadratique (i.e. 
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degré(F) > 2) et qui n'est pas de type G2, (au moins) un sous-groupe parabolique standard, 
P, dont l'action est préhomogène au sens précédent. 

Désignant par iq, F p = F, F* , F* = F* les invariants relatifs fondamentaux de (P,Qi) 
et (P, g_i) rangés dans un "ordre croissant" (essentiellement chaque Fi apparait comme la 
restriction de i*i+i), on montre classiquement que la fonction zêta locale à multi-indice associée 
vérifie une équation fonctionnelle. On définit des normalisations cohérentes avec cette situation 
et on montre que les coefficients locaux (ainsi que les polynômes de Bernstein associés dans 
le cas archimédien) s'obtiennent par descente sur des préhomogènes construits à partir de 
centralisateurs de paires de s^-triplets 1-adaptés qui commutent. 

La méthode utilisée convient sur F sans distinction (archimédien ou p-adique), elle est 
élémentaire (décomposition des invariants relatifs fondamentaux et des mesures) et généralise 
celle du cas commutatif ( |Mu l| f*1. 

Il se peut qu'il y ait un lien avec certaines décompositions des invariants relatifs fonda- 
mentaux considérées par A.L.Mortajine ([Mo]) ainsi que par F.Sato ([Sa 6j). 

(A, Ao) étant le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogène (qq,Qi), on note 
(A, Ao) le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogène déployé sur une extension 
convenable de F et admettant (flO)fli) comme F— forme. 

Dans le cas p-adique, les résultats obtenus montrent le lien entre les pôles des coefficients 
a o*,o(\ •••) I \ Sp ) e f certaines racines du polynôme de Bernstein associé à F dans le prého- 
mogène déployé réel de même type (A,Ao)- 

Ainsi dans le cas complexe, on obtient le résultat attendu, c'est à dire que si on note : 

F(d)(f[Fr) = b B , P (s 1 ,...,s p )(]jFp)F; s ^ 1 ( Sl ,..., aj ,)€C, 

i=l i=l 

alors (à 2 exceptions près) on a 

p Â p _e + i—d p _£ 

&B,p t ( s i)-) s p) = n( n (se+ -■+ s P + x ej )) 
i=\ ^ 3=1 * 

et si on définit sur F, archimédien ou p-adique, pour toute application polynomiale B de la 
forme : 

B(si, s p ) = Y[ ( a i,j s i + ••• + a p,j s p + Qj) avec a i,j e ^) 
et pour tout caractère tt de (F*) p , tt = (tti, ...,tt p ) : 

r 

avec p'(tti) = 7Tl(— Ï)p(tti), p étant le coefficient obtenu par J.Tate (|Taj) dans l'équation 
fonctionnelle associée à la fonction zêta sur F (dans ce cas F(x) = x et les valeurs explicites 
de p sont rappelées dans le §3.6.1) alors pour / dans S(fli) on a : 

(A)Z*(f;n) = p' hPt (7r)Z(f;7r*\ \~ n1 p) avec tt* = (ir p -i, m, ( ]J ir^ 1 ) et l p = (0, 0, 1). 

l<i<p 

1 Ces résultats ont été partiellement exposés aux Journées Préhomogènes Franco- Japonaises organisées par 
F.Sato-P.Kaplan-A.L.Mortajine à Tokyo en 1999 
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On applique la méthode de descente pour le sous-groupe parabolique Pq, minimal parmi 
les sous-groupes paraboliques considérés (à l'exception d'un cas qui ne semble pas significatif) 
ceci nous conduit à considérer successivement le cas commutatif (cf.tableaux 1 et 2), les cas 
classiques symplectiques (n°13 de la classification de |Sa-Kij avec par exemple Trig(2k) x 
Sp(n — 2k), avec 6k < 2n, opérant sur les matrices à 2k lignes et 2n — 4k colonnes ainsi 
que les différentes F formes) et orthogonaux (n°15 de la classification de |Sa-K ij. avec par 
exemple Trig(k) x SO(m), opérant sur les matrices à k lignes et m colonnes ainsi que les 
différentes F formes avec quelques hypothèses techniques supplémentaires) (cf.tableau 2) puis 
les cas "exceptionnels" ayant Q2 de dimension 1 

((A,ao) de type (F±,a{) ou (£6,0:2) ou (£7, ai) ou (Es, as) avec les formes EIII, EVI et EIX 
lorsqu'elles existent, cf.les n°14, 5,23, 29 de la classification de [Sa-Ki]), 

puis les F— formes de (Ei,ae) (n°20 de la classification de [Sa-Ki] ), le type déployé (£7,02) 
(n°6 de la classification de [Sa- Ki]) et pour finir les F— formes de (Es, ai) (n°24 de la classifi- 
cation de |Sa-Kij ) (cf.tableau 3). 

Pour éviter d'avoir à déterminer les orbites de Pq dans le lieu non singulier de gi et Q-±, on a 
préféré introduire pour u = (u\,...,u p ) € (F*/F* 2 ) p les ouverts (éventuellement vides) : 

O u = {x G 0! | Fi(x)...F î (x)F* 2 = u x ...Ui ,% = l,...,p} 

0* u = {x£ 5_i | FÎ(x)...F*(x)F* 2 = u p ...u p „ l+1 ,i = l,...,p} 

ainsi que les fonctions zétas correspondantes, notées simplement Z u et Z*, alors il existe des 
fonctions méromorphes (au sens précédent), a VtU (ir) telles que 

(B) Z* u (f;n)= Yl a v>u (n)Z v (f,^\\- Nlp ), 

ve(F*/F* 2 )P 

elles sont déterminées explicitement puisque la méthode de descente ramène les calculs à des 
cas bien connus (rang 1 et on applique |Taj , |Go-Ja| . ou bien au cas d'une forme quadratique 
|Ra Sc| ). 

Cependant la structure particulière de F*/F* 2 dans le cas p— adique nous a conduit à intro- 
duire certaines sommes qui ont été calculées uniquement lorsque la caractéristique résiduelle 
est différente de 2 ce qui explique cette restriction chaque fois que l'on utilise les résultats de 
|Ra-Sc| (cf.§3.6.2). 

Ce résultat subsiste dans les cas exceptionnels pour le préhomogène (G, q±i) (ce sont les 
définitions ci-dessus avec p = 1), et dans le cas (£7,02) réel ou p-adique de caractéristique 
résiduelle différente de 2, on obtient l'équation : 

Z*(?(f);û b \ \ s ) = C(s)B(ù b , s)Z(f; û b \ \~ s ~ 5 ) avec : 

C(s) = |2|- 4 *- 10 p(| | 2s + 4 )p(| | 2s + 7 ) ,B(ù b ,s) =p'(û b \ \ s+1 )p'(ù b \ | s+3 )p'(^| | s+5 ) 
û x désignant, pour x S F* /F* 2 , le caractère de F* /F* 2 défini par le symbole de Hilbert 

(û x (y) = (x,y))- 
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De plus, lorsque les racines de fr g ,p o (0, .., s) sont entières, on a également l'unique équation 
fonctionnelle : 



vr = (vri, ...,7T P ) , Z*(f;n) = Cp' bs Pt (7rovr)Z(/;7r*7r 



-ATI, 



avec ttq = ir' Q = Id à l'exception de l'unique cas commutatif (A, Ao) = {A 2p —\,ct p ) et 
(A, Ao) = (C p ,a p ) dans les notations des planches de |Bou lj (cas des matrices hermitiennes) 

7T = (1, l,Ûgp-l), 

y = (ô>s, ...,ûs, i), 

et C = 1 lorsque g est déployée ou de type exceptionnel, sinon 



pour lequel 



F[\/<5] étant l'extension sur laquelle g se déploie, 



C = < 



(a(l)a(—ô)) P(P 2 ) lorsque tt' ^ 1, 



(l) np dans le cas Cil ((A, A ) = (C n ,a 2p ) et (A, A ) = (Q,a p )) 



(_l) p(p 2 1 dans le cas DIII ((A,A ) = (D 2p , a 2p ), (A, A ) = (C p ,a p )) 



dans le cas AU ((A,A ) = (A 2kp ^ l ,a pk ) et (A, A ) = (A 2p ^,a p )). 
(résultat connu partiellement). 



3. Indiquons brièvement le contenu de chaque partie. 



• Dans la section 1 on motive le choix du parabolique particulier que l'on considère et que 
l'on introduit de manière inhabituelle, à partir de certains éléments 1-simples "compatibles " 
avec la graduation de départ. 

Dans la situation générale graduée, cf. §1. avec g semi-simple, où l'on suppose 2Hq 1- 
simple, à tout élément 1-simple, /i, on associe la sous-algèbre parabolique : p(h) = (Bi>oEi(h) 
de partie nilpotente n(h) = (Bi>oEi(h), avec Ei(h) = {x S Qi\[h, x] = ix] pour i entier. Alors 
lorsque h ^ 2Hq et u(2Hq) C n(h), 2Hq — h est également 1-simple et exp(ad(n(2Ho — h) fi 
Qo)(E 2 (h)ngi® E2(2Hq — h)ng\) est un ouvert de Zariski de gi, avec E' 2 {h) = {x G g|(x,/i, ) 
se complète en un sZ2-triplet } (lemme 1.1.1). 

Un tel élément h est dit 1-simple spécial. Lorsque h et 2Hq — h sont 1-simples spéciaux, 
on dit que h est 1-simple très spécial. Ces éléments très spéciaux sont associés à des gra- 
duations courtes et aux situations irréductibles, en effet si le préhomogène de départ est 
absolument irréductible, alors g^ = {0} pour \i\ > 3 (lemme 1.2.2) et le préhomogène associé 
(Eo(h) Pigo), E 2 (h) Hgi, |) est encore absolument irréductible régulier (lemme 1.2.1) ainsi que 
le préhomogène obtenu en prenant le centralisateur d'un s/2-triplet 1-adapté construit avec h 
et muni de la graduation induite par ad(Ho) à quelques exceptions près (prop.1.2.4). 

On vérifie ensuite que sous les hypothèses énoncées dans 2., un tel élément 1-simple très 
spécial existe toujours (§1.3). 

Dans le §1.4 on introduit la classe des préhomogènes étudiés, Hi,...H p sont p éléments 
1-simples très spéciaux de a de somme 2Hq, t = (&? =1 FHi, Ar(1) les restrictions non nulles 
des racines de A à t muni de l'ordre : 



A >~ 44> X(H k ) > avec k = sup{j , \{Hj) / 0} , 
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alors p(Hi, H p ) = Eo(t) © n t , avec n t = ©A^o,AeA () A ) est une sous-algèbre parabolique de 
sous-groupe parabolique associé : Pi = Gt.Ni, avec Ni = exp(ad(rii)), Gi étant le centralisa- 
teur de t dans G; un tel sous-groupe parabolique (que l'on prendra standard) est appelé "très 
spécial". 

La situation est analogue au cas commutatif puisqu'on a les propriétés suivantes. 

Pour k = l,...,p — 1, soient hj, = Y2i<j<k^j e ^ l'invariant relatif fondamental du pré- 
homogène absolument irréductible régulier (E^hk) f~l 0o, ^(^fc) H 0i), \hk) que l'on étend 
naturellement à 51; on note F p l'invariant relatif fondamental du préhomogène (flo>0i)- 
On a la situation duale avec pour k = 1, ...,p—l, F*_ k l'invariant relatif fondamental du prého- 
mogène absolument irréductible régulier (Eo(hk) H 0o, -E'o(^fc) ng_i), Hq — \hk) que l'on étend 
naturellement à g_i; on note F* l'invariant relatif fondamental du préhomogène (0o>0-i)- 

Alors Fi, ...,F p (resp. F-j*, ...,F p ) sont relativement invariants par P(H±, ...,H p ) de caractères 
associés Xk,k = ^,---,P (resp. Xp-kXp 1 ^ = 1>--)P en posant %o = 1) et sont les invariants 
relatifs fondamentaux de l'action de P(H±, ...,H p ) sur 0i (resp.0_i) (prop.1.4.5, lemme 1.4.7). 
Les orbites de P{H\, ...,H P ) dans 0"i = {x £ Qi | n?=i Fi( x ) 0} son t les orbites de Gi dans 
Wi = {Yli=i x i I \ x i-> x j] = pour i, j = 1, ...,p et Xi G E' 2 (Hi) n 0i}, la situation est similaire 
dans 0_i (lemme 1.4.4). 

Le sous-groupe parabolique très spécial P(H P , H\){= 6P{H\, H^O^ 1 avec 6 = Y\^=i^Hi(— 1) 
défini dans l'introduction du §1) est associé à l'ordre inverse et donne lieu à la même situation, 
pour k = 1, ...,p — 1 : 

• P p ^k est l'invariant relatif fondamental du préhomogène absolument irréductible régulier 
(Eo(hk) H 0o, Eo(hk) Dqi,Hq — 5%)), que l'on étend naturellement à 01, 

• P£ celui du préhomogène (Eo(hk) H 0o, E-2{hk) H 0-i, 5%), que l'on étend naturellement 
à 0_i. 

Alors pour l < k < p — 1, x £ ^(fyfc) H 0i et y € Eo(hk) n 0i qui commutent on a 
F p (x + y) = Fk{x)P p -k{y) (à 2 exceptions près pour lesquelles il faut rajouter une puis- 
sance) (lemme 1.4.7). 

• Dans la section 2 , étant donné un préhomogène (flojfli) absolument irréductible et régu- 
lier et Pt un sous-groupe parabolique standard très spécial, situation du §1.4 dont on reprend 
les notations, on établit essentiellement le : 

Théorème 2.1.1 

1. Pi a un nombre fini d'orbites dans 0i et 0_i. 

2. Soient S Pi ={xG Bl Ui<i< p Fi( x ) = 0} et S* Pt = {x G _i | Ui<i< P K^) = «}• 
Pour tout élément x de Sp t (resp. SpJ, il existe i G {!,..., p} tel que Xi/{{Pt)x)° 7^ 1 
(resp. (x*(/(Pt)*)V 1)- 

Ce théorème établit les conditions suffisantes d'existence des équations fonctionnelles lorsque 
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F est un corps p-adique (théorème kp de |Sa 3j ), 



La démonstration de ce théorème est faite par descente, en se ramenant à des centralisa- 
teurs d'algèbres de type sl2 et est commencée dans le §2.1. 

Elle nécessite une forme relativement simple des représentants des orbites de Pt dans Sp t 
obtenue par des considérations cas par cas. Ainsi on termine la démonstration du théorème 
2.1.1 cas par cas mais ceci nous amène également à obtenir une classification des sous-groupes 
paraboliques standards très spéciaux et l'on retrouve ainsi certains exemples bien connus. 

Le §2.2 contient quelques lemmes techniques généraux utiles pour les simplifications finales 
des représentants des orbites de Pt dans Sp t . 

Le cas commutatif (02 = {0}) est traité dans le §2.3, on y établit également que : 
Proposition 2.3.1 Soit N = exp{ad{® a£ ^+ Q a )). 

Pour tout élément x de Q\ (resp. il existe un ensemble S de racines fortement orthogo- 

nales de Ai (resp. A_iJ telles que N.x n (©^esQ^) 7^ 0. 

Lemme 2.3.2 

1. Il existe un unique ensemble maximal ordonné de racines fortement orthogonales (longues) 
de Ai, Ài,...,À n , telles que le sous-groupe parabolique 

Po = P(h\ 1 , ...,h\ n ) soit standard. 

2. Soit Pt un sous-groupe parabolique standard alors Pi D Po et il existe p, 2 < p < n, 
et des entiers : Iq = < 1 < l± < ... < l p = n tels que Pi = P{H\, H p ) avec 
H i = T,k_ 1+ i<j<k h \j Vour i = 1, ...,p. 

Les cas classiques sont traités dans le §2.4. 

Introduisons les notations des planches de II, III et IV de |Bou lj , A est de type B n , BC n , C n 
ou D n et Ào = «fc = €k — £fc+i alors Ai = {e^ ± tj \ l<i<k<j<n, e^, 1 < i < k} n A. 

I § lorsque g est déployée de type C n , 
Soient : po = < ^ ' et pour 1 = 1, ...,po : 



k sinon 



Hi 



2(h2e k _ 2i+1 + h 2ek _ 2i+2 ) lorsque g est déployée de type C n , 



h e , sinon. 



Lorsque 2k < n, on introduit également H[ = Ya=i h e t -e 2k _ l+1 et H' 2 = J2i=i h ti +t 2k _ i+1 - 

Les sous-groupes paraboliques Po = P{H\, ...,H po ) et Pq = P(i^{,P 2 ) son f des sous-groupes 
paraboliques standards très spéciaux et si P = P(H±, ...,H p ) est un sous-groupe parabolique 
standard très spécial alors 

• soit P = Pq et 2k < n, 

• soit P D Po, k > 2 et il existe des entiers : l p+ \ = < l p < ... < I2 < h = k tels que 
Hi = T,L l+1 +i<j<i t h ej pour i = 1, ...,p (prop.2.4.3). 

Les cas exceptionnels non commutatifs sont traités dans le §2.5 et dans tous ces cas il y a un 
unique sous-groupe parabolique standard très spécial, P{H\,H2) (cf.tableau 3). 
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Lorsque Q2 n'est pas de dimension 1, H2 = 2hâ, à étant la plus grande racine de A. 
P(H\,H<z) est un sous-groupe parabolique maximal de G à l'exception du cas (E^o^) pour 
lequel £0 — Et = {«i ; «6} et dans les autres cas, on a : 

{«i, «4} lorsque A = F4, 
I {qi,«6} lorsque A = Ej et Si C {ai,ag}, 

{ai, «si lorsque A = E%, 

{ai, «2} dans le cas (£7, «2)- 
De plus, lorsque (A, Ào) est de type (Eq, CX2), (-E7, a%), {Es, as), pour tout élément x de gi il 
existe y dans P(H\,H2).x et 4 racines fortement orthogonales (3\, (3±, tels que le support de 
y comprenne au plus 4 racines appartenant à {à — 1 = 1, .-.,4} et dans le cas {F±,a\) 

il faut y adjoindre l'ensemble {à — Ai, |(Ai + A3), \{\2 + A4)}. Ces 4 cas correspondent à 02 
de dimension 1. 

• La section 3 est consacrée aux résultats classiques sur les fonctions Zêta associées aux 
préhomogènes absolument irréductibles et réguliers (Pt = P(Hi, Hp), g±i) ce qui impose 
des normalisations : 

- — ■ npçfrp Hp F 

• de la forme de Killing B (§3.1, B = ° U \ - B ), 

2B(H , Hq) 

• des mesures de Haar de gi et g_i(§3.2), 

• des invariants relatifs fondamentaux Fi,...,F p , F*, ...,F* (§3.3). 

Dans le cas archimédien , on introduit les opérateurs différentiels F^Çd), F£(d), k = 1, ...,p 
ainsi que les polynômes de Bernstein associés b k et b* k ,k = 1, ...,p : 
pour s = (si, ...,s p ) G U> et F* = IW p *f , F" = IWp^P» °* a : 

F k (d)(F* s ) = b k (s)F* s - ^ +1 p- k , F^(d)(F s ) = b* k (s)F s -^ +1 P-\ 

avec lo = (0, ...,0) et lj étant le vecteur de W dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la 
jème qui vaut 1, avec un aménagement pour 2 exceptions (lemme 3.4.2). On pose b^p t := b p . 
Lorsque k est différent de p, comme dans le cas commutatif ([R-S]), on établit que bk(si, s p ) 
est proportionnel au polynôme de Bernstein, &u,P(iîi,...,iî fe )(' s p-A;+i' •••> s p)> ^ étant le centrali- 
sateur d'une algèbre de type sl<2 telle que ili C ^(^fe) H 0i et (ito,ili) admet Ffc/ili comme 
invariant relatif fondamental (ainsi que la propriété analogue pour bV) (prop.3.4.4). 

Le théorème 2.1.1 ainsi que les propriétés de F k (d) et F^(d), pour k = l,...,p, dans le cas 
archimédien, permettent d'obtenir le prolongement analytique et l'existence des équations 
fonctionnelles des fonctions zétas associées à {P(H\, -Hp),g±i) (th. 3. 5. 2 qui s'appuie sur 
[Sa 3j,[Bo-Ru lJ,|Bo-Ru 2J, cf. également le lemme 3.5.3 pour l'indépendance des coefficients). 
En application immédiate, pour k strictement inférieur à p, on obtient b 0; p t comme produit 
des 2 polynômes de bernstein, 

bu,P(H 1 ,...,H k ){Sp-k+l, -, Sp) et &U' ) P(#fe + i,...,fl î 0(si> -) Sp-k-l, Y^p-k<i<p S i + r k)i 

il' étant à nouveau le centralisateur d'une algèbre de type sfa telle que il'i C Eç,(hk) H gi et r k 
étant un nombre rationnel explicitement défini à partir de dimensions (prop.3.7.3). 

On rappelle dans le §3.6 les 2 exemples fondamentaux utilisés ultérieurement : 

• lorsque gi est de dimension 1, résultat dû à J.Tate( |Taj ) faisant intervenir les facteurs 
p'(tt) et p'(tt;x), vr G F* et x G F*/F* 2 , 
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• lorsque l'invariant relatif fondamental de (flOifli) est une forme quadratique F, les ré- 
sultats de |Ra-Scj ) ont été reexprimés (th. 3. 6. 5, notamment le 5)) et font intervenir les fac- 
teurs A^ un2 (v,u,ô), Tri et vr 2 G F*, (v,u) G (F*/F* 2 ) 2 , 6 = (-1)^ dise (F) (B du lemme 
3. 6. 4, cf. également lemmes 3.6.7 et 3.6.8). 

• Dans la section 4 on établit une décomposition des mesures sur Qi et g_i "adaptée" à 
l'action du sous-groupe parabolique P(h k , 2Hq — h k ) et par conséquent aux invariants relatifs 
F k et F*_ k , k étant un entier fixé tel que 1 < k < p — 1, (th. 4. 3. 3) et qui s'exprime à l'aide 
des mesures G\ lk -invariante à gauche sur 

W k = {x + y | x G E 2 (h k ) n fli , y G £ (fyO n 51 , [x, y] = 0, F(x + y) + 0} et 

W fc * = {x' + y' | x' G £-2^)n 8 -i , y 1 eE (h k )n S -i , [x', y'] = 0, F*(x' + y') ^ 0} 

(corollaires 4.4.2 et 4.4.3). 

Avec cette décomposition, la transformation de Fourier se décompose en 2 transformations de 
Fourier partielles (th. 4. 3. 5 dans lequel intervient le résultat de A.Weil, |Wej . sur la transfor- 
mation de Fourier d'un caractère quadratique, cf.lemme 4.2.3). 

Ces résultats imposent des normalisations précises des mesures sur les sous-espaces vectoriels 
Ei{h k )nEj{2HQ-h k ) (§4.2). 

• Dans la section 5 on applique les résultats de la section 4 au calcul des coefficients de 
l'équation fonctionnelle vérifiée par les fonctions Zétas. On obtient ainsi une relation explicite 
les exprimant à partir de ceux associés à des préhomogènes construits avec des centralisateurs 
d'algèbres de Lie de type sl 2 (prop.5.1.1). 

Ceci donne l'équation (A) du cas complexe (th. 5. 2. 2 et remarque 5.2.3). 
On établit également, sous certaines conditions vérifiées dans la plupart des cas, une re- 
lation permettant le calcul explicite des coefficients a v>u (cf.relation (B) de l'introduction) 
(prop.5.3.2). 

Cette section se termine par l'étude de 2 exemples réels particulièrement simples puisque 
la descente fait apparaitre 2 formes quadratiques anisotropes dont les résultats sont connus 
((Eq, «2), Eq étant de type III et (£7, ai) avec £7 de type VII, prop.5.3.3). 

Les sections suivantes sont les applications des résultats de la section 5. Dans chaque cas on 
détermine les polynômes de Bernstein, les coefficients de l'équation fonctionnelle à multi-indice 
(c'est à dire associée aux invariants relatifs fondamentaux F%, F p , F*, ■■■F*) et de l'équation 
fonctionnelle simple (c'est à dire associée aux aux 2 invariants relatifs fondamentaux F, F*), 
la méthode employée fait apparaitre ces coefficients sous forme de somme de produits de 
coefficients d' équations fonctionnelles associées à des préhomogènes de rang plus petit ce qui 
impose : 

- la connaissance assez précise de la structure et des résultats pour ces derniers, 

- la simplification de ces sommes lorsqu'on passe à l'équation fonctionnelle simple et qui 
est obtenue en utilisant les résultats du §3.6.2. 

Ceci est illustré dans les : 

• section 6 qui traite du cas commutatif (cf.tableaux 1 et 2) avec le sous-groupe parabo- 
lique Pq, ainsi qu'un approfondissement du cas "symplectique" commutatif (i.e. A = C n ) dans 
le cas p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2, 
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• section 7 qui traite des cas classiques (cf.tableau 2) avec l'action du sous-groupe para- 
bolique Pq. Une attention particulière a été donnée au cas orthogonal BDI, malheureusement 
les résultats sont incomplets dans le cas DIII p-adique, 

• section 8 qui traite des cas exceptionnels (cf.tableau 3) dont l'étude est emboitée. 

• L'appendice 1 contient un résultat élémentaire sur le rang du centralisateur d'un sl^- 
triplet. Ce résultat est utilisé dans l'étude de {E-j,a%). 

• Appendice 2 : Dans le cas commutatif ou bien, lorsque g2 est de dimension 1 et g de 
rang au moins 4, on exprime les mesures sur S et S*, invariantes par le noyau de x à l'aide de 
la fonction Zêta provenant d'un préhomogène inclus dans celui de départ (prop.l). Elles sont 
relativement invariantes par un sous-groupe d'indice fini de G et tempérées. 

Cette description permet dans le cas commutatif, lorsque d est pair, le calcul explicite de la 
transformée de Fourier de ces mesures pour les fonctions de S(fji — S) en appliquant les §4.3 
et 6.2. 
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1 Une classe d'espaces préhomogènes de type parabolique fai- 
blement sphérique 



On introduit les préhomogènes de type paraboliques considérés dans ce travail de manière 
inhabituelle, à partir de l'action de sous-groupes paraboliques associés à des éléments 1-simples 
ayant de bonnes propriétés relativement à la graduation de g et qui nous semblent être une 
généralisation du cas commutatif. 

Dans ce chapitre, sauf mention du contraire, on suppose que g est une algèbre de Lie définie 
sur F, semi-simple, de dimension finie et graduée : 

= ®ieZQi ([fli,flj] C Qi+j), 

on note Hq, l'élément appartenant à go, qui définit la graduation et on suppose que 2Hq est 

l-simple, par conséquent gi et g_i engendrent g. 

Certains résultats sont vrais sur un corps de caractéristique 0. 

Soit une sous-algèbre abélienne déployée maximale de g contenant Hq, on note A le 
système de racines correspondant qui est également gradué par Hq : 

Ai = {A G A | X(H ) = i}. 

On choisit un ordre sur A compatible avec la graduation, c'est à dire que Uj>oAj C A + , S 
étant un ensemble de racines simples, le préhomogène est de type (A, Si = S n Ai). 

Introduisons quelques notations supplémentaires : 

1. On note B la forme de Killing de g. 

2. F est une clôture algébrique de F et les éléments correspondants sont notés avec une 
barre, par exemple g = g ®jf F. 

f) désigne une sous-algèbre de Cartan de g contenant a, A le système de racines de (g, f)) 
muni de l'ordre habituel et, lorsque A est irréductible, on note Cj la plus grande racine . 
(A, Si) sera le diagramme de Dynkin gradué du préhomogène (0o,0i) e ^ P ar abus éga- 
lement du préhomogène ((g <S>e F)o, (g ®e F)i), F étant une extension galoisienne de F 
pour laquelle l'algèbre g <S>e F est déployable. 

G est le centralisateur de Hq dans le groupe Auto (g) des automorphismes de g qui sont 
élémentaires sur F. 

3. Lorsque A est irréductible, la plus grande racine du système de racines réduit associé à 
A est notée à. 

4. Si c est une sous-algèbre de g, on définit q = c n g^. 
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5. Soit c une sous-algèbre de g, réductive dans g alors le centralisateur de c dans g, noté 
Eq(c), est une algèbre réductive dans g ([Bou~2]) dont on note [Eq(c), Eq(c)] sa partie 
semi-simple. 

Lorsque Hq est un élément de la sous-algèbre c + Eq(c), c est graduée : c = ffijgzCi, 
Eo(c) l'est également par ad(Ho) et son centre est inclus dans go d'où l'algèbre dérivée 
[E (c),Eq(c)] est également graduée : [E (c) , E (c)] = ©i e z[#o(c), E (c)]i et de plus 
pour i non nul on a [Eq(c), -Eb(c)]i C Eo(c)i; soit H(c) l'algèbre engendrée par Eo(c)±i 
pour i > 1, on a H(c)±j = £fo(c)±i P our i > 1- lt(c) étant un [i3o(c), -Eo(c)] — module, 
H(c) est un idéal de [Eq(c), Eq(c)] donc il(c) est une algèbre de Lie semi-simple graduée : 
H(c) = ©jgzil(c)i de préhomogène associé : (it(c)o,iX(c)i) avec la convention habituelle 
lorsque (il(c)±i) engendre une algèbre semi-simple queil(c) soit cette algèbre engendrée. 
Lorsque c = FH, on le note également (Eq(H)q, Eq(H)i). 

6. P(q) désigne l'ensemble {u G go | ad{u) est diagonalisable à valeurs propres entières}, 
pour igZon note Ei(u) = {x G g \ [u, x] = ix] et pour t G F*, h u {t) est l'élément de G 
correspondant (c'est à dire défini pour i G Z par h u (t)/ Edv) = 

7. Lorsque (x, h, y) est un s/2— triplet on rappelle que Hq — | G £"o(Fx + F/i + Fy), que 
Et) (Fa; + F/i + Fy) = Eq(¥x + F/i) et que l'élément y est déterminé de manière unique 
par x et h, y est noté parfois x -1 . 

O x ,h(t) (ou bien simplement ^(i) lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité ou 0h(t)) désigne l'au- 
tomorphisme élémentaire : 

t G F* exp(ad(tx))exp(ad(t~ 1 y)exp(ad(tx)) (alors hh(t) = x> h(t)9 Xj h(—l)). 

Notons que B(2H -h, 2H ) = B(2H -h,2H Q -h) car B(2H -h, h) = B(0 X)h (t)(2H - 
h),O x , h (t)(h)) = -B(2H -h,h). 

8. Lorsque a G A, g a est le sous-espace radiciel correspondant et h a la co-racine ; on note 
simplement h a (t) (resp.é> Q ) l'élément hh a (t) (resp.5/ lct (— 1)) et on rappelle que 6> a (g^) = 
g s a(/3) pour toute racine j3 de A. 

1.1 Élément 1-simple (très) spécial 

On commence par motiver les définitions sur les éléments 1-simples par un lemme. 

A un élément h 1-simple, on peut associer les sous-algèbres paraboliques de g et go : 

p(h) = ei> Ei(h) = E (h) © n(h) , Po (h) = p(h) n g 

P(h) = G hexp(ad((Bi>iEi(h)r\Qo) le sous-groupe parabolique de G d'algèbre de Liepo(h), ainsi 
que le préhomogène (E${h) n go, ^(/i) H fli, construit avec l'algèbre réductive ®i<=%E2i(h) 
dont le centre est inclus dans Eo(h) n go- 

On note tt^ la projection de gi sur ^(/i) n gi parallèlement à (Bi^E^h) H gi. 
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Lemme 1.1.1 1. Soit h un élément 1-simple distinct de 2Hq tel que n(2Ho) C p(h) alors 
la sous-variété 

W h = {x + y G E' 2 (h) n gi © E (h) n gi | [x,y] =0} 
rencontre q[ c'est à dire que 2Hq — h est aussi 1-simple et Wh H q[ = Wh fl Wm^-h- 

2. Si n(2Ho) C r\p(2Ho — h) alors P(h) et P(2Hq — h) ont une orbite dense dans q[ 
et 

3. L'application ^ définie sur tiq{2Hq — h) x Wh par ^(A,w) = exp{ad{Â)w) est un ho- 
méomorphisme (difféomorphisme dans le cas réel) sur un ouvert de Zariski de gi et 
y(n (2H -h)x W h ) = y(n (2H - h) x W h ) n gi avec W h = W h n W 2Ho _ h . 

4- Soit x G E' 2 (h) n Qi alors ^^{x) rencontre ^(no(2H - h) x (7r^ 1 (x) n Wh))- 
Démonstration: 

1. Soit x + y un élément de Wh, s la sous-algèbre engendrée par x, h, x" 1 , z un élément 
non singulier du préhomogène (il(s)o,il(s)i). Il suffit de vérifier que ad(x + z) est une 
surjection de go sur gi. 

Soit po le plus grand entier tel que le sous-espace E po (h)C\gi ne soit pas réduit à {0}, on 
vérifie alors aisément que pour tout y dans gi, l'équation [X, x + z] = y a au moins une 
solution dans E = ©*~^° 2 ~ 2 £'_j(/i)ngo, en utilisant les propriétés usuelles des sfa— triplets 
ainsi que la décomposition : Eq{K) = [x, E- 2 {h)\ © Eq(s). 

Complétons z en un s^— triplet 1— adapté, (z, u, v), au sens du préhomogène (il(s)o,il(s)i), 
en raison des relations de commutation le triplet (z + x, h + u, v + x^ 1 ) est encore un 
sl 2 — triplet 1— adapté d'où h + u = 2Hq. 

2. Remarquons que les conditions imposées donnent l'égalité : 

01 = @i>o,2-i>oEi{h) n E 2 -i(2H - h) d'où E C n (2H - h). 

Il suffit d'appliquer le résultat démontré en 1) pour montrer que P(2Hq — h) a une orbite 
dense dans g^. Comme h et 2Hq — }i ont le même rôle, P(h) a également une orbite dense 
dans q[. 

3. Pour le dernier point, résolvons l'équation : 

i S(A 1 + A 2 ,x + y) = x 2 + x + x\ avec x + y G W h , Ai G E-i(h) n g , i = 1,2 
et x 2 + xq + xi G -E^) n 01 © #o(M n gi © n gi, par l'hypothèse : 

+ =x+[A u x] + {y + ^ad(^i) 2 (x) + L4 2 , x]) 



18 



Ainsi il suffit de résoudre les équations : 



x = x 2 , [Ai, x] = x\ , y = x - - 



ad(A l ) 2 {x) - [A 2 , x] et [y, x] = 0. 



Notons que : 




On obtient : 




• 2 \ x ] , x = x 2 , y = Xo--(ad(x 1 )) 2 (x 2 1 ) + -ad(x 2 1 )ad(x 2 )(x ). 



□ 



Définition 1.1.2 1. Un élément h, 1-simple, tel que u(2Hq) C p(h) est appelé 1-simple 



2. Un élément h tel que h et 2Hq — h sont 1-simples spéciaux est appelé très spécial. 

Remarque 1.1.3 1. h est 1-simple spécial 44> le spectre de ad(h)/gi est inclus dans N. 

2. h est 1-simple très spécial 44> {0,2} C le spectre de ad(h)/Qi C {0, 1,2}. 

3. Lorsque Qi = {0} pour i > 3, h est 1-simple spécial le spectre de ad(h)/g 2 est inclus 
dans 2Z. En particulier, dans les préhomogènes commutatifs (très réguliers) tous les 
éléments 1-simples (distincts de 2Hq) sont (très) spéciaux. 

On montre que les éléments 1-simples très spéciaux n'apparaissent que dans des graduations 
courtes et induisent une "conservation" des propriétés initiales. 



1.2 Quelques propriétés 

Lemme 1.2.1 Lorsque : 

1- {QOiQIiHq) est un espace préhomogène absolument irréductible et régulier, 

2. H G a est un élément 1-simple spécial distinct de 2Hq, 

Le préhomogène (Eq(H)q, Eq(H)i, Hq — ^) est également absolument irréductible et régulier 
et si xh désigne le caractère associé à l'invariant relatif fondamental (de degré du) on a pour 
u G P(q) et commutant à H : 



spécial. 



XH(h u (t)) = t a avec a = d H - 



2B(u,2H - H) 



B(2H - H, 2H - H)' 
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Démonstration: Comme l'ensemble : {a G Ao | a(H) > 0} est une partie parabolique de 
Ao, il existe un ordre pour lequel A^ C {a G Ao | a(H) > 0} et A + = Aq" Uj>i Aj. Soit 
S = So U Si les racines simples correspondantes alors Si = {/?o} et (3ç,(H) = (en effet dans 
le cas contraire on a E$(H) n 0i = {0} ce qui est absurde d'après le le lemme précédent) d'où 
l'égalité {a G A±i | a(H) = 0} = A±i n (ffi{ ae s | a(iï)=o}Fa) ainsi le système de racines 
associé à (ii(¥H),H(¥H) n a) est donné par la composante connexe (notée Ag) contenant 
(3o du système de racines A n (©{ ae E | a(H)=o}^ a ) ce Qui montre l'irréductibilité ainsi que 
l'absolue irréductibilité puisque cette démonstration convient également sur F. 



Pour le 2ème point, il suffit de le vérifier dans le cas déployé c'est à dire lorsque a est une 
sous-algèbre de Cartan et pour u G a. Notons T,q(H) les racines simples de Ah appartenant 
à Ao- On a : 

o = 3© ¥(2H - H) © {aeEo(H)} ¥h a , 
3 étant le centre de Eq(H), d'où la décomposition de u : 

u = z + b(H -—)+ Yl Xah a ,ze3, b G F , Va G S (H) : x a G F. 

Or Va G (A#)o on a 

^2 n(n,a)= ^2 n(s a (fi),a) = - ^ n(fi, a) donc ^ n(/i,a) = 

d'où : 

£ M(u) = b.dim(E (H) n m) avec b = 2 ^°"^ , 

car B(z,H - f ) = (2i7 - H G [E (H), E (H)] par le lemme 1.1.1); or X//(5) K = 

det(g / Eo ( H } ngi ) 2 avec /î = 2 ^ m ^^ g ^ ngl - ) g N* d'où le résultat. On peut noter que 

est entier. □ 



Lemme 1.2.2 On suppose que le PV (ôo,Qi,Ho) est 1-irréducible (i.e. il admet un unique 
invariant relatif fondamental) et admet un élément 1-simple très spécial alors Q p = {0} pour 
\p\ > 3. 

Démonstration: Soit (x, H, y) un s^-triplet 1-adapté tel que H soit 1-simple très spécial. 

1) Soient 1 < j < i, rappelons que les différents sous-espaces E±i(H) l~l E±j(2Ho — H) sont 
en bijection, or H est 1-simple spécial donc £L j (H)ClEj (2H —H) = {0} d'où Ei(H)nEj(2H - 
H) = {0}; comme 2Hq — H est également 1-simple spécial on a Ei(H) n Ej(2Ho — H) = {0} 
pour i 7^ j > 1. 

Soit p > 3 alors E p (H) n E P (2H - H) = [x,E p - 2 (H) n E P (2H - H)] = {0} d'où q p = 
E2 P (H) n g p © Eq(H) n q p lorsque H et 2Hq — H sont 1-simples spéciaux, donc Eq(H) n q p et 
E2 P (H) n g p sont des fj -modules. 

Notons que si E2 P (H) Hg p / {0} (resp.E'o(iï) flg p / {0}) le polynôme obtenu en prenant 
le déterminant de l'application (ad(7TH{x)) 2p : E-2p(H) H Q- p i— > E2 P {H) n g p identifié avec 
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le dual de E_2p(H) fi Q- p par B (idem avec ad(it2H -H(x)) 2p ■ -E_2 P (2iïo — H) Ci g_ p i-> 
E2 P (2Hq — H) n est un polynôme défini sur gi, relativement invariant par G et qui ne 
s'annule pas sur E' 2 (H) n gi (resp. E' (H) n gi). 

2) Rappelons que l'unique invariant relatif fondamental s'annule exactement sur le complémen- 
taire de g[ car 2Hq est 1-simple d'où g p = {0} pour p > 3 par 1) ci-dessus. □ 

Remarque 1.2.3 1. Sous les hypothèses du lemme précédent, g se décompose très simple- 
ment : 

go = ®-2<i<2Ei{H) n g , gi = © <i< 2 £i(#) n g x , g 2 = ®Q<i<2E 2i {H) n 2 . 

Lorsque gi esi «n go-module irréductible, le sous-espace E\(H) H go © E2(H) n go n'est 
pas réduit à {0}. 

2. Lorsque gi = {0} pour \i\ > 3, pour tout élément 1-simple, h, on aura E-i(h)(~}Qi = {0} 
pour i > 2. 



Proposition 1.2.4 Soient g une algèbre absolument simple telle que (flo)fll) es ^ 1 -irréductible, 
s la sous-algèbre engendrée par un sl2—triplet 1-adapté dont l'élément 1-simple est très spé- 
cial alors le préhomogène (il(s) ,il(s) 1 ) est également 1 -irréductible à l'exception d'un unique 
élément 1-simple très spécial (à l'action de G près) lorsque (flo>0i) es ^ de type orthogonal 
(B 3n ,a2n) ou (D 3n+ 2,a 2n +i) (n > 1). 

Démonstration: 0) Lorsque g 2 = {0}, le résultat découle du lemme 1.2.1 puisque il(s) = 
&(FH), H désignant l'élément 1-simple du s^-triplet. 

1) Lorsque g 2 / {0}, n'ayant pas de démonstration à priori, on se propose de déterminer, 
à l'action de G près, tous les éléments 1-simples très spéciaux pour chaque système de ra- 
cines irréductible gradué apparaissant dans cette démonstration, c'est à dire déterminer les 
diagrammes à poids associés à un élément H £ a vérifiant l'ensemble des propriétés suivantes : 

i) Va G S, a(H) > 0; 

m) Va G Ai, a(H) < 2; 

m) Va G A 2 , a(H) G {0,2,4}; 

iv) {a G Ai, a{H) = 2} / 0; 

v) (Eq(H)o, Eq(H)i) est un préhomogène très régulier 

(c'est à dire que 2i?o — H est 1- simple), et d'indiquer dans chaque cas l'élément xo G gi d'un 
sl2~ triplet 1— adapté correspondant : (xq, H, Xq 1 ). 

Le diagramme de Dynkin de H(Fiï) est alors donné par la réunion des composantes connexes 
de {a G S | a(H) = 0} contenant au moins une racine de Si; on note (Ah, S#) le diagramme 
de Dynkin gradué du PV (E (H) , E (H) 1 ). 

Comme il suffit de faire la démonstration sur une clôture algébrique de F et que g3 = {0} par le 
lemme précédent, la classification des PV 1-irréductibles établie dans |Ru 2| nous indique qu'ils 
sont tous très réguliers et qu'ils sont tous irréductibles à l'exception du cas non commutatif de 
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système de racines gradué de type : {A2 P + q -\, {a p , a p+q }) avec q > p > 1; lorsque Si contient 
une seule racine, la liste des diagrammes gradués associés est donnée par la table 1 de |Ru 2j . 
celle-ci permet également de donner les degrés des invariants relatifs fondamentaux (utilisés 
ultérieurement) . 

s étant l'algèbre engendrée par {xo,H, Xq 1 }, on vérifie dans chaque cas que le préhomogène : 
(il(s)o, ii(s)i) est 1-irréductible soit : 

• en déterminant le diagramme gradué associé en calculant directement le sous-espace 
U(s)i, 

• soit en vérifiant que le centre de (ii(¥H)o)e, avec 6 = 6h(— 1)> est de dimension 1 
ce qui implique que le centre de il(s)o est également de dimension 1 donc le préhomogène 
(il(s)o,it(s)i) est absolument irréductible régulier. 

En effet on considère l'algèbre réductive ii(¥H)g = {u G il(¥H) \ 6{u) = u}, en utilisant la 
décomposition de q en s-modules irréductibles (sachant que Qi = {0} pour |i| > 3), on vérifie 
que 

il(¥H) e = il(s) 3 avec 3 = ad(y ) 2 {E A {H) n 2 ) n ii(¥H) c g , 

ainsi il(s)±i = (H(¥H)g)±i sont des (U(Fiî) g )q— modules pour i > 1 or ils engendrent il(s) d'où 
il(s) est un idéal de il(¥H) s . Comme la restriction de B à ii(¥H) e x H(¥H)g et à il(s) x it(s) 
est non dégénérée et que 3 est l'orthogonal de il(s) pour B, 3 est également un idéal de U(¥H)q 
d'où [il(s), 3] = donc le centre de il(s)o est inclus dans le centre de (ii(¥H)g)o = (U(¥H)o)g. 
Lorsque la décomposition de H(¥H)q en idéaux simples est de la forme : 

lt(Fif) = Z © ief (£ (î) 0(£ (î) )), Z étant le centre de il(FF) , 

£® ,9(£( l >),i E /, étant les idéaux simples non commutatifs, on vérifie aisément à l'aide de la 
commutativité que le centre de (it(Fif )#)o est donné par les points fixes de 9 dans Z. 

2) Le cas A n avec comme diagramme gradué : (A2 P + q -i, {a p , a p+q }) avec q > p > 1. 
Ah est soit connexe, soit se compose de deux composantes connexes. 

a) Lorsque Ah est connexe on a Si C S# donc par v) il existe r avec 1 < r < p — 1, tel 
que Tjh = {otj,p — r+l<j<p + q + r — 1} et a p - r (H) = a p+q+r (H) = 2 en raison de iv) 
et de m), de plus ctj(H) = pour j ^ p — r,p + q + r par ii) d'où : 

P —r p—r p+i— 1 2 P + q —i 

x = ^(X ft +X 7i ) , H = 2 Hp i+li , /3i= a i et 7i = ^ a r 

i=l i=l j=i j=P+i 

Le calcul de il(s)i donne : 

E (s)i = © ae (A')iS Q avec A' = {ei-Sj, i,j G {p-r + 1, ...,p,2p-r + l, ...,p+q + r, i / j} }, 
donc un système de racines simples du préhomogène (il(s)o,it(s)i) est donné par : 

S s = {(3 , a m avec p — r + l<m<p — 1 ou bien 2p — r+l<m<p + q + r— 1} 
avec = Y, P <j<2 P -r a 3 et S s n Ai = {/?, a p+q }. 
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Ainsi le préhomogène (il(s)o,iX(s)i) est de type (A 2r+ ( q _ p+r )_i, {a r , a q - p +2r})- 

f3) Dans le second cas, le diagramme de Dynkin de (H(¥H)q,H(¥H)i) a deux composantes 
connexes. 

Par v), on a nécessairement = {ctj avec 1 < j < 2p — 1 ou bien q + 1 < j < 2p + q — 1} 
donc 2p < q et : 

{0 pour j / 2p , j / g 
2 pour j = 2p = q 
1 pour j = 2p 7^ q ou bien j = q ^ 2p, 

p p p+q-i p+q+i-1 

x = + ^<)> # = ^2( h m + h n), = X] et ^ = X a J 

i=l î=l j=i j=P+i 

(2p racines orthogonales : 8 = Yli^piO^O^)). 

Soit (resp.[( 2 ^) l'algèbre (simple) engendrée par X± ai , i = l,...,p—l (resp.p + 1, 2p— 1), 
la décomposition de H(¥H)q en idéaux simples est donnée par : 



u(fh)q = e [ {2) e ei w © ei {2) © z , z = ¥H 1 ® ¥9H h h 1 = ^2 K- 



■£2p-i+l ! 



i=l 



Z étant de dimension 2, Zq est de dimension 1 donc engendré par 2H§ — H. 

3) Les cas classiques restants : B n ,C n , D n . 

Rappelons la description du système de racines gradué des cas classiques B n , BC n ,C n , D n 
avec Si = {ak} tel que 1 < k < n — 1 pour C n (resp. n — 2 pour D n ) : 

Aq" = {ei — ej , l < i < j < k , k+l<i<j<n, e\ , ei + e m , /c + l</<m<n}nA 
Ai = {e« ± ej , l<i<k<j<n, e, , 1 < i < /c} n A 
A 2 = {e* + 6j , 1 < i < i < A;} n A 

(notations des planches II, III, IV de |Bou lj ). 

Dans le cas déployé et régulier, k est pair pour C n , 3k < 2n dans les cas C n et D n et 3fc < 2n+l 
dans le cas _B n . 

L'invariant relatif fondamental, F, est de degré 2k dans le cas orthogonal (i.e. B n ou D n ) et 
de degré fc dans le cas C n , de plus : 



N 



dim(gi 



degré de F 



n — k + ^ dans le cas B n , 
n — k dans le cas D n , 
2{n — k) dan le cas C n . 



Soient p 



n dans le cas B n , 

n — 1 dans le cas C n , et ô 

n — 2 dans le cas D r , 



Y^j> P a i lorsque p < n, 
sinon. 
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Pour j = 1, ...,p - 1, jj = J2i<i<j a i + 2 Y,j+i<i< P a i + 5 = ei + e j+ i est une racine de Ai 
(resp.A2) lorsque j > k (resp.j < k) ainsi les seuls diagrammes à poids possibles sont de deux 
types. 

a) Il existe une valeur j comprise entre 1 et k — 1 telle que aj(H) ^ 0. On peut toujours 
supposer que ai(H) = pour 1 < l < j — 1, en prenant une valeur minimale de j. 
En considérant les valeurs ji(H), on vérifie que ai(H) = pour l > j + 1 et que ctj(H) = 2. 
Dans ce cas le PV irréductible et régulier : (H(FiJ)o,ll(FiJ)i) a un diag ramme gradué o^_j) 
analogue à celui d'origine (i.e. R = B ou D dans le cas orthogonal et R = C dans le cas C n ) 
d'où j est pair dans le cas C n ( |Ru 2| ). 

Soit jo = [§], on a pour j > 2 : 

l<i<j l<i<io 
avec = e 2 j-i + e n _ i+ i et 5, = e 2 i - e n -i+i pour 1 < i < j . 

H\ = X\ = si j est pair et sinon 

f /i ej . dans le cas 
1 I h e .-f . +h e +r dans le cas D n , 

Le cas j = 1 se réduit à : xo = Xi et H = H\ 
Le calcul de H(s)i donne : 

avec 

{{±€i ±e q , j + l<i^q<n-j , ±a , ±2e i; j + 1 < i < n - j } n Ai lorsque j est pair, 
{±ej ± e 9 , j + l<i^q<n — jo} fi Ai lorsque j est impair et A = B n , 
{±ej ± e 9 , j + 1 < î 7^ g < n — jo — 1} n Ai lorsque j est impair et A = D n 

et 

f {0} lorsque A = l? n ou C n et lorsque A = D n avec j = 2jo, 

1 ©j+i<i<fcIFXi avec X; = [X £j+en _ Jo - X ej _ en _ Jo , X H _ ej ] lorsque A = D n et j = 2j + 1. 

Les résultats sont analogues pour il(s)_i d'où le système de racines du préhomogène (il(s)o,il(s)i) 
est du type suivant : 



et Xi 



X tj dans le cas B n , 

Xf .—t -\- X f 4- f 



dans le cas D r 



{ (Dn- 


-jo 


-j, a k-j, 


lorsque A = B n et j = 


2j + 1 ou bien A = D n et j = 2j 


< (B n - 


-30- 


-j,a k -j) 


lorsque A = B n et j = 


2jo 


(B„- 


-30- 


-j-l,Otk- 


.j) lorsque A = D n et j = 


= 2 j + 1 


( (Cn- 


-jo- 


-j,a>k-j) 


lorsque A = C n , 





A l'exception des 2 cas : 
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• (D 3n+2 ,a 2n +i) et j = 2n donc (E (H) , E (H)i) est de type (A1+2, «î), 

• (-B 3n ,a 2n ) et j = 2n- 1 donc (E (H) , E (H)i) est de type (5 n+ i,ai), 
pour lesquels on a Ai © Ai. 

dim(£ (#)i) 



Dans tous les cas, on a N = N(H) 



degré de l'invariant relatif fondamental 



fi) Pour l = l,...,fe — 1 on a ai(H) = 0, on note j + 1 le premier indice pour lequel 
aj + ±(H) / 0, dans ce cas S# = {a m , 1 < m < j} d'où (A#,S#) est de type (Aj,ctk), et en 
raison de la régularité (v)) on a j = 2k — 1 d'où 2Hq — H = Y2i<i<k h m avec m = — e^+j 
or 2i7 = Ei<i<fc(V + ^) avec ^ = e i + e fc+* donc 

H= h Ui , x = X ^ (fc tds de type A l : 9 = ]T Vi ). 

l<i<k l<i<k l<i<k 

On procède exactement comme dans 2) (5). Soit l l'algèbre (simple) engendrée par X± ai ,i = 
1, k — 1; la décomposition de H(Fiï)o en idéaux simples est donnée par : 

iX(¥H) = l © 91 © Z , Z = F(2# - fl") 

d'où le résultat. 

On peut noter que le degré de l'invariant relatif fondamental du préhomogène commutatif : 
(Eq(H)o, Eq(H)i) est de degré k, il en est de même pour le préhomogène (H(s)o, (il(s)i) dans 
le cas orthogonal par orthogonalité des racines = 1, Dans le cas C n , le calcul de 
il(s)i permet de vérifier que le préhomogène (il(s)o, (il(s)i) est de type (Dk,ak) donc l'inva- 

k 

riant relatif fondamental est de degré — . Notons que H et 2Hq — H sont dans la même orbite 
de G. 

c) Les cas exceptionnels : cf. la démonstration du lemme suivant. □ 



1.3 Existence 



Lemme 1.3.1 Un préhomogène (flo,0i) absolument irréductible et régulier de type exception- 
nel (i.e. A est de type exceptionnel) tel que 3 = {0} admet toujours un élément 1-simple très 
spécial sauf dans les cas suivants : 

1. A = G 2 

2. (A, Si) = (F 4 ,{a 4 }) et Q est déployé. 

Démonstration: On la fait cas par cas et lorsque A 2 est non vide donc le coefficient de 
l'unique racine de Si dans la décomposition de à suivant S prend la valeur 2, ce qui donne la 
liste suivante des préhomogènes concernés par le lemme : 
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(G 2 ,a 2 ); (F 4 , a*), i = 1 ou 4; (E e , ai), i ^ 1, 4, 6; (£7, a»), i G {1, 2, 6}; (£ 8 , ai), i = 1 ou 8. 
(notations : planches de |Bou lj ). 

Lorsque A est de type Ei,i G {6, 7,8}, l'algèbre q est déployée (cf.tables de |Vej et |Waj ) donc 
pour A = E% on a Ei = {02} par régularité (cf.table 1 de |Ru 2j ). 

Les éléments très spéciaux sont les éléments H 7^ 2Hq, 1— simples, dont le spectre de ad(H)/g2 
ne comprend que des valeurs paires c'est à dire tels que a(H) G 2N pour tout a G A2. 

1) Le cas (Ej, a%). 

Posons : 0i = a 6 , /3 2 = a 2 + a 3 + 2(a 4 + a 5 ) + a 6 , (3 3 = a 5 + a 6 + a 7 . 
Les représentants des orbites 1-simples sont donnés par : 

i 

Pour i = 1, 2, 3 : ^ fy^, 2/i â , 2/i â + /i^, /i^ + hfa, 2h & + ^ + fya 3 , 2iî , 
j'=l 

(par exemple prop.2.6 de |Mu 2j ) 

mais seul H = 2hâ convient d'où le diagramme de Dynkin gradué du PV : (H(¥H)q,H(¥H)i) 
est de type (D%,ot2) et on vérifie facilement que 2Hq — H et H sont dans la même orbite de 
G. 

On peut noter que l'invariant relatif fondamental de ce préhomogène est de degré 4 comme 
celui de départ. 

On termine la démonstration de la proposition précédente. 
Un SI2— triplet 1-adapté, (xo,H, yo), est alors donné par : 

xq = X 71 + X rz avec 71 = ai + a 4 + 05, 72 = ai + 03 + a 4 . 

l<j<7 l<i<6 

Le calcul donne : 

H(5)i = ©ae(A')i0° avec A ' = (®i<i<3^i © ^«2 © ^a 4 ) n A, et 

5\ = «5 + «6; ($2 = 06 + a 7î £3 = "3 + «4 + «5- 

On vérifie aisément que le diagramme de Dynkin gradué associé au préhomogène : (il(s)o,iX(s)i), 
est donné par (A',Ei = {61,62}) et que E = {8\, a 4 , a.%, 5$, 5%} est un système de racines 
simples de A'. Le préhomogène (il(s)o,il(s)i) est de type (^5, {ai, 05}), il n'est pas irréduc- 
tible mais est 1-irréductible et son invariant relatif fondamental est de degré 2. 

2) Dans tous les autres cas, il existe p racines orthogonales de Ai : Ai,...,A p , telles que 
J2i<i< p h\i = 2Hq, et pour tout élément 1-simple, h, il existe un sous-ensemble / de {1, ...,£>} 
tel que h et Yliel s °i en t dans la même orbite de G ( |Mu 2j .proposition 6.6 et corollaire 4.6). 
Les racines Ài,...,À p , sont toujours fortement orthogonales et l'invariant relatif fondamental 
est de degré p à l'exception de l'unique cas où A = F 4 et Si = {a 4 }. 
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Les valeurs possibles de p sont les suivantes : 

a) p = 2 alors A = Gi et on a 3 orbites 1-simples de représentants : 2Hq, h Xl , h\ 2 avec Ai = ot\ 
et À2 = 2a\ + a± mais à(h Xl ) = 1 donc il n'existe aucun élément 1-simple très spécial. 

b) p = 4 mais alors uj = ^(Xa<i<4^î) es ^ une racine de A2. 

Les représentants des orbites 1-simples sont à prendre parmi : Hi = J2i<j<ih\ 3 ,i = 4; 
comme u(H{) = i, #2 est le seul élément 1-simple très spécial (à l'action de G près) lorsque 
(A, Si) / (F 4 ,a 4 ). 

Dans le cas (^4,0:4), il convient de distinguer le cas où q est déployée (seuls H\ et iï 4 sont 
1-simples) du cas où g ne l'est pas. 

Dans ce dernier cas la consultation des F-formes des algèbres absolument simples ([VeJ,[WaJ) 
donne comme diagramme de Dynkin gradué possibles pour (fJo>0i) ^ a ns te suivante : 

• (Eg, ai) (F = M) donc (0o>0i) est un PV presque commutatif au sens de |Mu 2] d'où H2 
est 1-simple (dernière remarque de |Mu 2j ) et c'est l'unique élément 1-simple très spécial (à 
l'action de G près). 

• (Ej,uq) avec la F-forme EVI (notation des tables de |Wa| ). 

Il est facile de vérifier que la plus grande racine û de A est une F-racine d'où 2hû S donc 
est 1-simple très spécial pour le préhomogène : (floifli) et on a H2 = 2hû,. 

Dorénavant {Ai, X p } est la chaine canonique de racines ( |Mu 2j . la liste explicite de {Ai, A p } 
et une description complète de A2 à l'aide des (Aj)i<j<p sont données dans les tables de |Mu 4j ). 
En regardant les diverses valeurs f3(H),[3 G A2 et H décrivant les représentants des orbites 
1-simples, on obtient : 

c) p = 7 alors (A, Si) = (Ej, «2)5 seuls 2 représentants conviennent : H = h\ 1 + h\ 2 + h\ 3 
et 2H - H = h Xi + hx 5 + h Xe + h x? = 2h & . 

d) p = 8 alors (A, Si) = (Es, ai), seul H = Xà<j<4 h\j = est 1-simple très spécial. 
On termine la démonstration de la proposition précédente. 

Dans tous ces cas, H est de la forme : H = Yliçi ^A;> un s/2-triplet 1-adapté, noté (xo,H,yo), 
est alors donné par : 

x = J2x Xi , y =^J£_ A .. 
iei iel 

(il(¥H) ,iX(¥H)i) (resp.(il(s)o, il(5)i)) est un PV quasi commutatif qui admet {Xi,i £ 1} 
comme système orthogonal maximal (démonstration du lemme 3.2 de |Mu 4| ). 
Comme (il(Fi/)o,il(Fi/)i) est irréductible (lemme 1.2.1) on a en appliquant la démonstration 
de la partie 2) de la prop. 5.1.1 de |Mn 2] (vérificat ion immédiate) : 

Vi^i^7, 3k tels que : (k et l £ I) ou (k et l £ I) et lj = ^(Aj + Xj + A fc + A 2 ) G A 2 , 
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donc le préhomogène (il(s)o,il(s)i) est également irréductible (2) de la prop.5.1.1 de |Mu 2j : 
lorsque k, l G I on notera que = [X-\ k , XJ\ — [X—\ V XJ[ E E\(hî) fl E\(hj) nil(s)i). 

Notons que 1' invariant relatif fondamental du préhomogène (il(F)o,iX(F)i) est de degré p- 
cardinal(I) comme celui du préhomogène (il(s)o,il(s)i). □ 

Le lemme précédent se complète par : 

Proposition 1.3.2 Soit g soit une algèbre absolument simple engendrée par Qq et g±\, qui 
n'est pas de rang 1, ni de type G2 et telle que 

1- Q P = {0} pour \p\ > 3 

2. (floifli) a un unique invariant relatif fondamental de degré plus grand que deux 

alors il existe des éléments 1-simples très spéciaux appartenant à a de somme 2Hq et 2Hq est 
1-simple. 

Démonstration: 1) 2H$ est 1-simple par consultation des tables de |Ru 2j . 
2) Il suffit d'exhiber un élément 1-simple très spécial lorsque A2 est non vide. 

a) Lorsque A est de type exceptionnel, cela résulte du lemme précédent puisque l'invariant 
relatif fondamental est une forme quadratique lorsque g est une algèbre déployée de type F± 
munie de la graduation induite par 04, ce qui est exclu dans l'énoncé. 

b) Dans les différents cas classiques B n , BC n ,C n (resp. D n avec n > 4) et Si = (resp. 
2 < k < n — 2), le résultat est évident pour les cas déployés par la démonstration de la pro- 
position 1.2.4 et sinon on applique le lemme 2.4.2. 

c) A est de type A n donc Si = {a p , a q }. 

Comme A est simplement lacé, à est la somme de deux racines, a et j3 de Ai dont la différence 
n'est pas une racine donc 2hà est 1-simple ce qui termine la démonstration lorsque Hq et hà ne 
sont pas proportionnels. Sinon Si est composé des racines simples reliées à à dans le graphe 
de Dynkin complété donc p = 1 et q = n. 

Par consultation des tables de |Vej . [Waj, on vérifie que A est également de type A m puis 
par la classification de Rubenthaler (prop.3.3.7 de |Ru 2j ) on obtient que n > 3; l'élément 
H = h ai + h an est 1-simple puisque les racines a\ et a n de Ai sont fortement orthogonales 
et Va G Ai on a a(H) G {0, 1, 2} et H ^ 2H . □ 

1.4 Une classe de préhomogènes faiblement sphériques 

Les résultats des paragraphes précédents nous amènent à considérer les préhomogènes de type 
paraboliques ayant les propriétés suivantes : 

1. g est une algèbre absolument simple engendrée par g±i, 

2- (flcbflii-ffo) est un PV absolument irréductible et régulier, 
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3. il existe des éléments 1-simples très spéciaux appartenant à o de somme 2Hq. 

Ce sont les préhomogène (f)o>0i) absolument irréductibles, réguliers qui ne sont pas de rang 
1, ni de type G2 ou (F±,a,i) déployé et pour lesquels q p = {0} pour \p\ > 3. 

Notons Hi,...,H p les éléments 1-simples très spéciaux appartenant à a de somme 2Hq, t la 
sous-algèbre qu'is engendrent, A#(t) les restrictions, qui sont non nulles, des racines de A à t 
que l'on munit de l'ordre suivant : 

Xy 4^ X(H k ) > avec k = sup{j , X(Hj) / 0} , 

Pi le sous-groupe parabolique de G associé à t avec cet ordre : Pi = Gi.Nt avec Ni = 
exp(ad(n t )), n\ = ©A^o,AeA o A et Gt est le centralisateur de t dans G. 

Soit pt = Eo(i) © ni, on rappelle que E'o(t) = t° © m, t° = n Ae A |A/t=oKerA est le centre 
de Eo(t) et m(= E' (t)) est l'orthogonal de t dans Eo(t) pour la forme de Killing, et que 
pt = t° © m © ni est la décomposition de Langlands de la sous-algèbre parabolique pt- 

Dans cette situation, on a une décomposition particulièrement simple : 

p t = E (t) ©i<i<i<p (E% © E% 2 ) 

avec E % ^ h = {x G q \ [H q ,x] = pour q / i,j et [Hi,x] = ax, [Hj,x] = bx] et on notera 
Pi = P(Hi, H p ) lorsqu'on désire mettre en évidence l'ordre associé. 

Remarque 1.4.1 1. t est unique (à l'action de G près) et est de dimension 2 dans les cas 
exceptionnels non commutatifs (démonstration du lemme 1.3.1). 

2. Lorsque t est inclus dans l'algèbre de Lie engendrée par Q±2, Gi contient le sous-groupe 
distingué H, centralisateur de 02 dans G ainsi Pi est un sous-groupe parabolique prove- 
nant du groupe quotient T = G /H. 

3. Puisque tout sous-groupe parabolique est conjugué à un sous groupe parabolique standard, 
étant donné l'ordre fixé à priori dans A tel que Ai C A + , il existe des éléments 1-simples 
très spéciaux, H[, H p , tels que À^O 44> À > et X/t' 7^ 0, t' étant la sous-algèbre 
engendrée par H[, H' p . 

Soit S t / = {a £ S | a/t' = 0} et < Sf > le système de racines engendré par S t /, alors 
St' C T,q et 

{X G A | X/t' = 0} =< £ t , > , {A G A | A >- 0} = A+- < £ t , >, 

t ,0 = n AeSt; irerA 
et a pour dimension le nombre d'éléments de Si — S t /. 



Définition 1.4.2 Les sous-groupes paraboliques construits à partir d'éléments 1-simples très 
spéciaux qui commutent et de somme 2Hq sont appelés paraboliques très spéciaux. 
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Pour k = 1, ...,p — 1, soient h k = H\ + ... + iî^, it + (A:) = il(F(2ifo — ^fc)) et F k un invariant 
relatif fondamental du préhomogène 

(!X + (A;)o,lX + (fc)i) = (^o(^)n S o,^2(/ife)ngi) 

gradué par ad(kjf-), soient — fc) = il(F(/ifc)) et F*_ k un invariant relatif fondamental du 

préhomogène 

(iT(p- A;)) ,il"(p-A;))-i) = (# (fyO n 0o,#o(fyc) n f(-i) 
gradué par ad(Ho — ^), ces 2 préhomogènes sont absolument irréductibles par le lemme 1.2.1. 

On prolonge Fj. sur 0i et F*_ k sur 0_i en conservant la même notation, grâce au choix naturel 
des supplémentaires : ©i^2-^i(^fc) H 0i dans 0i et ®i^oEi(h k ) D 0_i dans 0_i. 
On note Xfc (resp.X;!) le caractère associé à (resp.F^*) que l'on étend sur Pt par Xk{gn) = 
Xk(g), 9 désignant la restriction de g à il(F(2iTo — h k ))- 

On notera également F = F p et x = Xp (resp. F* = F* et x* = Xp)i 011 pose : Xo = Xo = 1> 
/i = et h p = 2H . 

On a alors les inclusions suivantes : 

ii+(l)i Cil + (2)! C ... Cil+(p)i =0i et U-(l)_iCiX-(2)_ 1 C...Cil-(p)_i=fl_i. 

Ces polynômes généralisent la notion de mineurs principaux pour une matrice carrée et ont 
été largement étudiés notamment lorsque le préhomogène est commutatif (cf. l'introduction 
ainsi que les travaux de H.Rubenthaler et G.Schiffmann, et Y.Angely etc). 

Lemme 1.4.3 Les polynômes F k ,k = 1, ...,p (resp.F^) sont relativements invariants par P{ 
de caractère Xk (re.sp.x%)- 

Démonstration: Pour k = l,...,p, F k (resp. F£) est relativement invariant par Gt de 
caractère Xk (resp.Xfc) car Gt centralise %. 

Il suffit de montrer l'invariance par N t pour k = p — 1, ce qui se fait simplement par 
récurrence sur p. Vérifions-le sur 0i. 

Soit 03 = il(¥Hp); tout élément x de 0i se décompose suivant ad(H p ) : 

x = x 2 + xi + x , Xi G Ei(H p ) n 0i, donc F k (x) = F^(x ), k = 1, ...,p - 1, 

F^ désignant l'extension de l'invariant fondamental du préhomogène (H(¥(2Hq — H k ))o, 
li(F(2flo--fffc))i)à»i. 

Or Ni = Ni.N 2 avec Ni = exp(ad(ni)),i = 1,2, m = ©{ A6 a |A^o,A(iî p )=o}0 A C 53o et n 2 = 
®{AeA \\(H p )>o}ô X ([Sel]) d'où : 

F k (nx) = if (niio) = F^(xq) = F k (x), n = mn 2 , 
en utilisant l'hypothèse de récurrence. □ 
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Les préhomogène duaux, obtenus à l'aide de la forme de Killing, correspondent aux sous- 
espaces vectoriels : 

= E- 2 {h k ) n g_i = E (H p + ... + H k+l ) n g_i , 

U - (p-fc)_i* = E (h k )nQ 1 = E 2 (H p + ... + H k+1 ) n fli , 

ils sont donc associés à l'indexation H p ,...,Hi d'où les invariants relatifs correspondants 
prolongés sur g_i et gi, que l'on note P^ pour ii + {k)\ et P p - k pour ii~(k)*_ l , sont rela- 
tivement invariants sous l'action du parabolique opposé à Pt : P t ~ = GiN^ avec N[~ = 
exp(ad(©_A^o,AeA o A ))- 

Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Gauss qui énonce qu'une matrice sy- 
métrique dont tous les mineurs principaux sont non nuls peut être diagonalisée à l'aide d'une 
matrice triangulaire, ces dernières étant remplacées par Pf 

Lemme 1.4.4 Soit Wt = {xi + ... + x p , X{ G E' 2 (Hi) n gi , [xi,Xj] = ,i,j = l,...,p} 
et g"i = {x G gi | tel que ni<fc<p^fc( x ) 7^ 0} a ^° rs Gt opère dans Wt avec un nombre fini 
d'orbites et les représentants des orbites de Gi dans Wt sont également des représentants des 
orbites de Pi dans g"i. 

On a le même résultat avec g"_i et W t * = {y\ + ... + y p , yi G E'_ 2 (Hi) n g_i , = 
,ï,j = 1, ...,£•} 

Démonstration: La première assertion est évidente puisque Gt a un nombre fini d'orbites 
dans ®i<i< p E2{hi) n gi ( [ ViJ ) et opère sur Wt. 

Pour la seconde assertion, on vérifie que A^-Wt = g"i par récurrence sur p, le casp = 2 résultant 
du lemme 1.1.1. On suppose que p > 3 et on reprend les notations de la démonstration du 
lemme précédent. 
Par récurrence on a : 

05" 1 = {x G «1 | tel que ]"[ Ff {x) + 0} = Aq.W® (1) 

i<fc<p-i 

avec W® = {xi + ... + x p _i , Xi G E' 2 (Hi) D 0i , = = 1, ...,p- 1}. 

Par le lemme 1.1.1 appliqué h h = H\ + ... + H p -i, pour x G g"i, il existe n G N 2 ,y G 03^ et 

x p G E' 2 (H p ) n gi tels que [y, x p ] = et x = n(y + x p ). 

Or pour = 1, ...,p — 1 on a F k (x) = Fj?(y) donc y G 03" 1 et par (1) 3ni G Aq et z G W 58 
tels que y = rt\z d'où x = n{n\Z + x p ) = nn\{z + n]" 1 Xp) = nn\{z + x p ) et + x p G Wt. 
Pour finir, soit 2 G Wt, il suffit de noter que l'équation nz G Wt, avec n £ Ni admet comme 
seules solutions le centralisateur de z dans Ni. □ 

Proposition 1.4.5 1. L'action de Pt dans gi (resp.Q-i) est géométriquement préhomo- 
gène et F\, F p (resp.F*, F* ) en sont les invariants relatifs fondamentaux. 

2. On suppose que F = C. 

Soit M = r\i< k < p Kerx k , l'anneau C[gi] M des polynômes définis surgi qui sont M— invariants 
est égal à l'anneau C[iq, ■ ■■,F p \. 
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Démonstration: On procède comme dans la proposition 7.4 de |Mu 4] 



□ 



Remarque 1.4.6 1. Pour x G g"x, l'orbite G.x est faiblement sphérique au sens de jSa Jfl 
et (G, G x ,Pt) est un triplet sphérique (i.e. Pi a une orbite Zariski- ouverte dans G.x). 

2. Dans le cas réel (i.e. F = M.), soit 9 une involution de Cartan de g telle que 9/a = —Id. 
Lorsqu'il existe x G Wt tel que (x,2Hq,9(x)) soit un sh-triplet, soit 9 X = 9 X} 2H {~^) 
l'involution associée alors 9 X et 9 commutent et la sous-algèbre parabolique pt est 9 X 9- 
stable minimale au sens de Van den Ban puisqu 'on peut prendre un ordre sur A.q pour 
lequel : 

{A G A | A y 0} C A+. 

Rappelons que : 

• Une condition suffisante pour que W^g = {x G Wt | (x, 2Hq, 9{x) soit 1 sl^-triplet } ^ 
est l'existence de racines fortement orthogonales : {Ai,...,A n } de Ai et d'une partition 
Ii,...,I p de {l,...,n} telles que Hi = ^j^j.hxj pour i = l,...,p (cf.lemme 1.17,1 p. 18 
de JBo-Ru 2\j ). cette condition est toujours vérifiée dans le cas commutatif (cf. lemme 
2.3.2). 

• Lorsque le préhomogène est commutatif on a G 9 * = G x (prop.44.5 p.146 de jRû~%j ) . 
Ce résultat est en général faux lorsque le préhomogène n'est pas commutatif. 

Par exemple, lorsque le sous-espace vectoriel U = Ker(adx : Q2 l— ► S3) n'est pas réduit à 
{0} (ce qui est toujours notre cas lorsque Q2 7^ {0} puisque U = Q2) le sous-espace vecto- 
riel V = ad(x^ 1 ) 2 (U) est inclus dans (Qo)o x = {z G 0o I 9 x (z) = z] car les éléments non 
nuls de U sont primitifs de poids 4 mais l'application ad(x~ 1 ) 4 : Q2 l— * 0-2 est injective. 

3. Lorsque t est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie engendrée par Q±2, ce qui est tou- 
jours possible dans les cas "classiques" (i.e. (fJo^fli) de type (B n ou C n ou D n ,ak) avec 
2 < k < n), le sous-groupe parabolique P t ', projection de Pi sur T = G/H (cf. 2. de 
la remarque 1.4-1), est un sous-groupe parabolique de T. Les invariants relatifs fonda- 
mentaux Fi,...,F p , peuvent être obtenus à partir des invariants relatifs fondamentaux 
associés à un préhomogène de type commutatif (cf. les travaux de A.Mortajine dans [Mo] 
notamment le iii) du théorème 4-1.1), également à partir des représentations d'algèbres 
de Jordan (cf.fC^ et dans ce cas H est compact). 

Dans le cas complexe par exemple, T opère sur C[q\] m avec multiplicité 1 lorsque t a 
pour dimension le rang de T (ce qui est toujours possible cf.prop.2.4-3), on retrouve le 
théorème 4-2-2 de \Mo\j en appliquant la même démonstration que dans le théorème 5.3.1 
de fRû~3y . 

Les différents invariants relatifs fondamentaux et les caractères correspondants vérifient encore 
les relations bien connues dans le cas des préhomogène commutatifs : 

Lemme 1.4.7 Pour k = 1, ...,p on a : Xp~k = Xk-Xp 1 en tant que caractères de Gh k , et pour 
x G E2(hk)r\Qi ety G Eo(hk)r\Qi qui commutent, F p (x + y) est proportionnel à Fk(x)P p ~k(y)i 
à l'exception 

1. du cas (A, Si) = (C n , a k ) avec t = ¥(Y^i<i<k h u-e k+l ) + ^(Y,i<i<k h u+e k+i ), 
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2. des ¥— formes du cas exceptionnel (Ej,ae) 

où les relations deviennent : xl = X 2 2 -Xi e t F 2 { x + v) es ^ proportionnel à Fi(x)Pi(y) pour 
x G E 2 (hi) n 0i et y G Eo(hi) n 0i qui commutent. 

Démonstration: 1) Pour k = l,...,p — 1, soient d k le degré de F k , d' k celui de P p - k et 
Pi,j(hk) la dimension du sous-espace : Eij(hk) = Ei(h k ) n Ej(2Ho — h k ). 
Introduisons également les rationnels suivants : 

dim(0i) l Pi,l{hk), , 1 , s . î>i,i(/i*)\ 

iV = ^^, m fc = ] ^( P2 ,o(fc*) + — g— ), m k = m r<Pw(.h k ) + — r - ), 

donc mfcdfe + = dp. 

Par unicité des invariants relatifs fondamentaux , on a pour / (0,0) et g £ Gh k ■ 

(det(g/ Ei j(h k )) 2 = Xk(g) dk ip(g) dfc , i> étant le caractère associé à P p - k 
donc on obtient : 

(det(g/ 91 ) 2 = Xk (g) 2Nmk Mg) 2Nm * = x{g) 2N (i) 

d'où pour x G E 2 (h k )n Sl et y G ^(^ fc )rifli tels que [x, y] = 0, F(x+y) 2JV et F k (x) 2Nm * P p . k {y) 2N < 
sont proportionnels puisque dans le cas algébriquement clos l'ensemble {x+y \ x G E' 2 (h k )r\Qi , 
y G E' (hk) n 0i | [x, y] = 0} est inclus dans une seule orbite de Gh k - 

2) Par dualité (cf. théorème 1,4.1 p. 17 de |Ru 3| ) on a : x p = X P l et ip = {x p - k )~ l ■ 

3) a) Lorsque m k = m' k = 1 la démonstration est terminée. Cela convient dans les cas 
classiques non cités dans le lemme (cf. démonstration de la prop.1.2.4 puisque dans ces cas 
Pi,i(h k ) = 0). 

b) Dans les cas restants, lorsque d k + d' k = d p (2) et que d k (resp.d' fc ) est le degré de l'in- 
variant relatif fondamental du préhomogène absolument irréductible : (il(s)o,il(s)i), s étant 
la tds engendrée par le sl 2 — triplet (y,2Ho — h k ,y~ l ) (resp.(x, h k , x -1 )) ainsi F k (resp. P p - k ) 
est également l'invariant relatif fondamental du préhomogène : (il(s)o,il(s)i) par conséquent, 
pour (x,y) G {x + y G E2{h k ) H 0i © E' Q {h k ) n 0i | [x,y] = 0}, il existe un entier n et une 
fonction, notée c, tels que F(x + y) = c(y)Fj}(x) d'où n = m k donc m k G N*, de même 
m' k G N*, d'où par la relation (2) on a m k = m' k = 1 et on applique a) (3). 

c) Il reste les cas énumérés dans le lemme et pour lesquels on a d 2 = d% = d[, le calcul 
donne m\ = m! x = ^ (cf.démonstration de la prop. 1.2.4 et du lemme 1.3.1). □ 

Remarque 1.4.8 Les préhomogènes introduits dans ce paragraphe vérifient une propriété de 
descente que Von peut énoncer ainsi. 

• V/c = 1, ...,p — 1, l'algèbre ii + (k) a les mêmes propriétés que q : 



33 



1. elle est absolument simple engendrée par il + (k)±i, 

2. (ii + (k)o,il + (k)i, est un PV absolument irréductible et régulier, 

3. lorsque k > 2, (H\, Hj,) sont des éléments 1-simples très spéciaux de la sous-algèbre 
déployée maximale, anil + (fc), et de somme hk- 

Fi,...,Fk sont les invariants relatifs fondamentaux du PV : (P H+ ( fe ) (Hi, Hk),ii + (k)i), P n+( - k \Hi : 
étant le sous-groupe parabolique de Gh k associé à H\, (avec cet ordre), il est donné par : 

p u+(k) (R H) = S Gt pourk = \ 

K lj -' k) 1 G i exp(ad{® 1 < i<j < k (E i j{-l, 1) © Ej{-2, 2)) )) pour k>2 

et on a : P^ + ^ k \H u H k ) C P{H U H p ) hk . 

• Soit {x,H\,x ) un sl2-triplet et s l'algèbre qu'il engendre alors : 

1. (ii.(s)o,it(s)i, Ho — Mf) est 1-irréductible et absolument irréductible régulier pour p > 3, 
lorsqu'on supposera de plus dans le cas orthogonal : (floîfli) de tyP e 

(D n , ak) que 3k < 2n — 2, 
(B n ,ak) que 3k < 2n — 1. 

Notons que dans ce cas, lorsque (il(s) ,il(5) 1 ) est encore de type orthogonal, alors il 
vérifie les mêmes conditions (cf. démonstration de la prop. 1.2.4). 

2. Pour p > 3, H2,...,H p sont des éléments 1-simples très spéciaux de somme 2Hq — H\ 
appartenant à une sous-algèbre abélienne déployée de U(s). 

Le sous-groupe parabolique de GW S ) associé à H2, ...,H P , noté P^ S \H2, ...,H p ), vérifie : 

p iX(B) , R H) = { (Gt)ï: P0UV P = 2, 

2 '"'' \(G t ) x exp(ad((B2<i< j < P (Ei tj (-l,l)eE itj (-2,2)) )) pour p > 3 

et on a : P^ S \H 2 , H p ) C P{H U H p ) s . 

F2, -F);, sont des invariants relatifs du PV : (P^ S \H 2 , H p ),ii(s)i), fondamentaux lorsque 
P>3. 

Dans le but de montrer l'existence d'équations fonctionnelles pour les fonctions Zétas as- 
sociées à un sous-groupe parabolique très spécial, P, dans le cas p— adique ceci à l'aide du 
théorème k p de F.Sato (p. 477 de |Sa 3j ). on commence par établir les propriétés nécessaires 
portant sur les orbites singulières de P. 
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2 Un résultat sur les orbites des paraboliques très spéciaux 



2.1 Le résultat 

Les notations sont celles du paragraphe 1.4. 

Soient S Pt = {x G 0i | Hx<i<pFi{x) = 0} (resp. S* Pt = {x G g_i | Ut^pF^Çx) = et 
N = exp(ad(e aeA + g")). 

Théorème 2.1.1 1. Pt a un nombre fini d'orbites dans gi et 

2. Pour tout x G Sp t (resp. Sp ) il existe i G {l,...,p} tel que Xi/((Pt)x)° 7^ 1 (resp. 

(xKAnWV i)- 

Il a déjà été établi pour quelques exemples de préhomogène commutatifs (cf.|Sa 3J et [H 2J). 

Démonstration: Par récurrence sur la dimension de t mais on remplace le point 2) par : 

2.1.2 Pour tout x G Sp t (resp. SpJ il existe z G P e -X et u G P(q), commutant à z et à t, tel 
que B(u, .)/ 1 ^ 0, P e étant le groupe engendré par N et h v (t) pour v G P(q) et t G F*. 

qui implique 2), en effet soit io =inf{i G {1, •••,£>} | B(u,Hi) ^ 0}, l'élément h u (t) G (P z )° et 
vérifie Xi Q (h u (t)) = t a avec a/0 (cf. lemme 1.2.1). 

On note P t = P(H U H p ). 

Lorsque p = 1, on a Pt = G et le résultat est évident (pour 2.1.2 cf.6. des notations). 

Soit x non nul appartenant à gi que l'on décompose suivant ad(H\) : x = X2 + x\ + xq avec 
Xi G Ei(Hi) n gi pour i = 0, 1, 2. 

1) Lorsque X2 admet H\ comme élément 1-simple (i.e. F\(x) ^ 0), il existe g G N tel que 
x' = g{x) = X2 + yo avec yo G ^(^Oi, s étant l'algèbre (réductive dans g) engendrée par le 
s/2-triplet construit avec X2 et H\ (lemme 1.1.1). 

Le point 1) découle de l'hypothèse de récurrence appliquée au préhomogène : (il(s)o,il(s)i) 
avec le parabolique associé à (H2, ...,iîp) (cf.remarque 1.4.8). 

Lorsque Fi(x) = 0, on a Fi{x2)F^lf (yo) = (lemme 1.4.7 appliqué au préhomogène : 
(it + (i)o,it + (i)i) et le résultat découle à nouveau de l'hypothèse de récurrence appliquée au 
préhomogène : (i!(s)o,it(s)i) avec le parabolique associé à (H2, H p ). 
Notons que /.P(il(s)) C -P(g), / étant l'indice de connexion du système de racines de il(s). 

2) Lorsque Fi(x) = 0, on montre le théorème cas par cas suivant le type de système de 
racines dans les paragraphes qui suivent en omettant le cas xi = X2 = puisque le point 1) 
découle de l'hypothèse de récurrence appliquée au préhomogène : (il(Fffi)o, (il(¥Hi)i) avec 
le parabolique associé à H2, H p et u = H\ convient pour le point 2). 
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Notons qu'il suffit de prouver 1) pour tous les paraboliques très spéciaux et minimaux pour 
l'inclusion, à l'action de G près, ceci dans le cas algébriquement clos car F est un F-corps 
(théorème 5, chapitre III, paragraphe 4.4 de [Serre]). 

Les résultats pour g_i s'obtiennent de manière analogue et la démonstration est omise. □ 

La démonstration restante consiste à construire des représentants plus simples des éléments 
de Sp t (cf.2.1.2) et pour ceci on regroupe quelques résultats techniques dans le paragraphe 
suivant avant d'effectuer la vérification cas par cas. 

2.2 Lemmes techniques (F est de caractéristique 0) 

Soit x G f)i, on note s(x) = {/j, \ ^ 0}, x = X^eAi désignant la décomposition de x 
suivant les sous-espaces radiciels. 

Lemme 2.2.1 Soit (flO)0i) un préhomogène pour lequel Qi = {0} pour \i\ > 3. 

Soit x non nul dans 0i, tel que s(x) contienne une racine /io de Ai, longue dans Ai et de 
hauteur minimale parmi les racines de s(x) alors il existe au plus une racine ix\ G Ai telle que 

• nOo, y"i) = -1 

• n.x n fow) e Q ^ © E (h w ) n 01 ) ^ 0. 

Démonstration: Soit (5 une racine longue dans Ai, on rappelle que iï^/is) H Qi = Q 13 et 
que pour aGAoonaa + /?GA 44> n(a, (3) < 0. 

1) Prenons g = exp{ad(A)), avec A = E M es(*) | n(^ )=i ^-wn x h-im> choisi tel <=L ue 
[X^^, Xfj_ ] = —X^, on vérifie facilement que s(y) C {/x G Ai | n(n,/io) < 0} U {^o} avec 

y = g(x)- 

2) Soit s_i = {n G s(y) | /io) = — 1} et /i G s_i. Comme A3 = 0, la considération 
de la /i-chaine définie par fiQ permet de montrer que toutes les racines de s_i sont également 
longues dans Ai; de plus soit fi' G s_i, comme [iq + fi + // ^ A on a < n(//o + fJ-') = 
12(^0,^') + //) d'où n(/i, //') > 1. 

Lorsque s_i a au moins 2 éléments, soit ^1 la racine de hauteur minimale de s_i et soit 
g' = exp(ad(B)) avec B = J^nes^-m x n-im x n-ni cnoisi tel q ue [^-Mi'^Mil = ~^m> alors 

Indiquons deux résultats élémentaires lorsque (0O)0i) un préhomogène pour lequel Qi = {0} 
pour \i\ > 3. 

Dans les 2 lemmes qui suivent, Hi,...,H p sont simplements des éléments de a et on note 
toujours t = ©i<j< p Fi?j. 

N(Hi, ...,Hp) est le sous-groupe engendré par ©{ Q6 A o |a^o}0 Q î avec {ce y <=ï a(Hj ) < 0} et 
jo ='mi{j\a(Hj) ^ 0} et P e (Hx, ...,H p ) désigne le groupe engendré par exp(ad(A)), A élément 
nilpotent de go commutant à t ou bien A G ffi{ a 6Ao|a^o}0 Q - 
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Lemme 2.2.2 Soit (x,h,x x ) un sl 2 — triplet tel que : 

1. h et t commutent, 

2. xeE 2 (H 1 )ng 1 

pouri G Z soientm G Ei(h) r\E Q (H{) rifli a/ors x + y_i+y G N(Hi, H p )(x + ^2 ieZ yi) 
et N(Hi, H p )(x + X^ieZ y») ^ ( x + +^( s )i) 7^ 0> 5 eiani l'algèbre engendrée par x, h, x^ 1 
et H x . 

Démonstration: Comme : E-i(h) fl fli = {0} pour % > 2, on a y = J2iezVi = Ï/-1 + 2/0 + 
X]i>i > or P our i > 1 il existe ^4; G Ei- 2 (h) Pi E- 2 (H{) n 0o tel que ^4î,x 2 ] = —y, d'où 
exp(ad(J2i>i Ai))(x 2 + y)=x 2 + Ei>i[A,^2] + y = x 2 + y_i + y . 

Comme [a;,y ] £ #2(fr) n E (Hi - h) I~l0 2 , il existe ,4 G ^(^n^^i-^ngo C E_ 2 (Hi) n 
0o(C © aeA +0 a ) tel que ad(x) 2 (A) = [x,y ] et on a exp(ad(A))(x + y_i + y ) = x + y_i + y 
avec i/o = [A, x] + y d'où [x, y' ] =0. □ 

On continue à simplifier les représentants des orbites : 

Lemme 2.2.3 Soient (x,/i, x -1 ) et (y, h', y~ x ) 2 sl 2 —triplets tels que 

1. h, h' et t commutent, 

2. x £ E 2 (H!) H 0i et y £ Eq{H x ) n E^(h) n 0i, 

3. ® i > 2 E_ i {H 1 - h) ngi = {0}. 

et soit z G E , o (/i)nE'o(i^i)n0i tel que [[z,y _1 ],t] = alors P e (H 1 ,...,H p )(x + y + z + E 2 (H 1 )C\ 
Es{h) n 0i) rencontre x + y + E Q {H X ) n E (h) H E (h') n 0i + £ 2 (#i) n E 3 (h) n fli. 

Démonstration: Comme [y, E-i(h') n Eb(M H 0i] C E-i(h) n 2 = {0} et que pour i > 2 
on a ad(y~ 1 y(E i (h') D E (h) n 0i) C E-i(h!) n -E^/i) n = {0}, z admet la décomposition 
suivante relativement à ad(h') : z = zq + z\ avec Zi G Ei(h') n E$(H{) H Eq{K) n 0i pour 
i = 0,1. 

Soit v G E 2 (Hi) n £ 3 (/i) n 0i et soit A = [zi, y -1 ], alors [A,t] = d'où exp(ad(^4)) G 
P e (Hi, iïp) et [A, y] = -z\ donc exp(ad(yl))(x + y + z + v) = x + y + z + [A, z ] + ^[A, z±] + 
([A,x] +v) par 3). 

On termine en appliquant la démonstration du lemme précédent puisque 

[A, x] +v & E 2 (H\) n £ 3 (M n 0i , [A, so] + - [A, zi] G £ (#i) n n 0i 

et que [E- 2 (Hi) n E-\{h) n 0o, Eq{H\) n E\{h) H 0i © E 2 (H\) n E%(h) H 0i] = {0} par 3).D 

Remarque : L'hypothèse 3) du lemme est vérifiée lorsque H± — h est 1-simple et [[z, y -1 ], t] = 
pour p = 2. 

Ce dernier lemme utilise des descriptions faites ultérieurement. 

Lemme 2.2.4 Soient P(H\, H p ) un sous-groupe parabolique standard très spécial , S = 
{Ai, X q } q(> 1) racines fortement orthogonales de Ai, longues dans Ai, telles que \i(H\) = 
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2 pour i = l,—,q et soit A_i(/t) = {// G Ai | fi{Hi) = et fi(h) = — 1} / avec h = 

J2l<i<q h \i + H l- 

Pour X2 de support S et y £ Eq{H\) PI g±, il existe r(< q) racines fortement orthogonales, 
fil, ...,fi r , de A_i(/i) telles que pour i = l,...,r on an(fii,Xi) = — 1 (à la numérotation des Xi 
près) et P e (Hi, H p )(x 2 + y) n {®i<j< q Q X > ®i<i< r Mî E Q {H{) n E (h) n 0i) / 
(pour p > 3 : P e (#i, -, # P )(z2 + y) n (ar 2 0i<i< r W #o(#i) n £ W n Ql ) / 0). 

Démonstration: D'après le lemme 2.2.1, on peut supposer que y = y-\ + yo avec yi G 
Ei(h) n £ (-Hi) n 0i pour i = -1, et y_i 7^ 0. 

Comme E 1 (h Xl ) n E_i(h) Hgi C E_ 2 {h\ 2 + - + h Xq ) C\ Qi = {0}(cf.2) de la remarque 1.2.3) 
on a : 

A_i(/i) = Ui<i< g A_i(/i Aî ) avec 

A-iOaJ = {fJ- G Ai | /i(iïi) = , Aj) = -1 , n(/i, Aj) = pour 1 < j ^ i < q}, 

par conséquent, en procédant comme dans la démonstration du lemme 2.2.1 et en changeant 
éventuellement l'indexation des Xi,i > 2, on peut supposer qu'il existe 71 G A-i(h Xl ) tel que : 

y_i = X 71 + z avec z G ^o(^Ai) n n E (Hi) n 0i. 

Lorsque g = 1, la démonstration est terminée. 

Pour g > 2 et zo / 0, on continue la réduction en décomposant zq relativement à ad(h\ 2 ) : 

z = t- 1 + t , E (h Xl )nE i {h X2 )nE^ 1 (h)nE (H 1 )nQ 1 , z = -1,0, 

et on peut supposer que t-i / en changeant éventuellement l'indexation des Xi,i > 2. 

Pour 7 G s(t-i) on a 71,(7,71) G {0,1} et soit a =Min{n(7, 71), 7 G s(t-i)}, prenons 72 de 
hauteur minimale dans A = {7 G s(t-i) | 71,(7,71) = a}. 

Pour 7 G s(i_i) - {72} et a G {Xi,i = 1, ...,9,71,7' G s(t-i) - {72}}, 7 - 72 + a A puisque 
71(7 — 72, a) > et que a est longue dans Ai; notons que q^~^ 2 normalise les sous-espaces 

V = E (h) n E (Hi) n 01 et w = E (h Xl ) n E {h X2 ) n E^(h) n e (Hi) n i. 

Ainsi : 

• Lorsque p = 2, on fait opérer exp{ad{® 1&s (t _ 1 )-. 72 7_72 ))(c Gt) pour se ramener à 
t—i — Xj 2 . 

• • Lorsque p > 3, A est de type classique B n , C n , BC n , D n avec Si = {a^}. On a k < n— 1 
dans les cas B, C ou BC et fc < n — 2 dans le cas Z) car A_i(/i) / 0. 

On reprend les notations du cas classique (§2.4). 

Par la proposition 2.4.3, il existe : l\, l p tels que l p+ i = < l p < ... < l 2 < h = k tels que 
H i = T,i i+1 +i<j<i i h ej Pour i = 1, ...,p. Ainsi, pour j = 1, ...,q, il existe pj G {h + 1, A;} et 
G {/c + 1, ...,n} tels que Xj = e p . - (±)e qj , et 

{A G Ai | X{Hi) = 0, X(h Xi ) = -1} = {e m + (±)e ?i , 1 < m < l 2 }. 
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Si A_i(/i^.) 7^ 0, on a qj / pour 1 < j / 7 < q donc par orthogonalité des racines Aj on a 
Pj Pi (d'où J 2 1 ^ A) pour 1 < j 7^ 7 < q. 

On fait opérer exp(ad(ffi 76 A-7 2 7_72 ))(C N) pour se ramener à t_i = X 72 + u. 
Lorsque u / 0,tx G © 7g #0 7 , avec B = {7 G s(i_i) I n (7,7i) = 1} / et «(72,71) = 0; il 
existe m\ < Z 2 tel que 71 = e mi + (±)e 9l donc S = {5 = e mi + (±)e q2 } d'où <5 — 71 s'annule 
sur t. 

Prenons B G fl 5 " 71 tel que [B,X 7l ] = — u et C G M avec /x = 5 — 71 + À2 — Ai tel que 
[C, X2] = — [-65X2] et soit g = exp(ad(C))exp(ad(B))(£ Gt) alors 

#(x 2 + y) =x 2 + X 71 + x 72 + 1 + yo j *o e W, 2/0 e ^ 

car g 5-71 commute à ©i<j^2< g Ai ©0 72 ©0 <5 ©W A et normalise V, que f/ 1 commute à ©2<i< g Ai ffi 
m+Ai 7i 72 e et normalise V. 

On peut donc toujours supposer que t-\ = X 12 . □ de • • 

On revient au cas général. Lorsque q = 2 la démonstration est finie. 

Remarquons que, lorsque 71(72, 71) = 1, on peut supposer que 72—71 G A^J" (en changeant l'in- 
dexation des Xi) et en procédant comme ci-dessus, il existe g G exp(ad(g u ))exp(ad(Q r2 ~' yi ))(c 
P e (Hi, H p ) avec v = 72 — 71 + A 2 — Ai, tel que g(x 2 + y) = x' 2 + X 71 + 1 + j/q, avec i £ W, 
y' G y et {Ai, 7 = 1,3,..., g} C s(x' 2 ) C {K,i = l,...,q} car £2(^2) n fli = fl A2 . 

Lorsque 72 — 71 / — ^ — ~ on a s(x' 2 ) = s(x2)- 
Lorsque g > 3 : 

• Dans les cas classiques, on continue la démonstration par récurrence sur q, exactement 
comme cela a déjà été fait, dans le cas P{H\, H p ) cité ci-dessus et dans l'unique cas restant 
F% (cf.prop.2.4.3). 

• • Dans les cas exceptionnels, dont la description est rappelée dans le §2.5, on a toujours 
q < 3. De plus, lorsque q = 3, A est simplement lacé, 5 est déployée et H\ — X^i<i<3 ^A; = ^A 4 , 
A4 étant une racine de Ai orthogonale aux racines de S. 

Dans les notations précédentes, soit 7 G s(t-i), comme 77,(7, A4) = 1 on a 7 + A2 — A4 G Ai 
or 71 + Ai G A 2 donc 77(71 + Ai, 7 + A 2 - A4) = 77(71,7) - 77(71, A4) = 77(71,7) - 1 > d'où 
n (7i, 7) = 1- Ainsi dans ce cas on se ramène toujours à i_i = c'est à dire que r = 1. □ 

2.3 Le cas commutatif ($j 2 = {0}) 

Dans tout ce paragraphe on suppose que 52 = {0}. 

Proposition 2.3.1 (F de caractéristique 0) Pour tout x G 0i (resp. il existe un ensemble 

S de racines fortement orthogonales de Ai (resp. A_ij telles que N.x n (©^e50 M ) 7^ 0. 
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Démonstration: Par récurrence sur le rang de A, le cas de rang 1 étant évident. 

Soit une racine de hauteur minimale de s(x). Lorsque /iç, est longue dans Ai, on applique le 
lemme 2.2.1 puis l'hypothèse de récurrence au préhomogène ((il(F/i Mo )o, (H(F/i Mo )i), lorsqu'on 
prend pour sous-algèbre déployée maximale : anil(F/i^ ) et pour ordre sur A ±IM0 = {a G 
A|(a,/io) = 0} qui est le système de racines associé, l'ordre de A c'est à dire que (A ±fl0 ) + = 
{a G A + |(a,^o) = 0}, ce qui termine la démonstration du cas simplement lacé. 
Lorsqu'il existe une racine /i G Ai telle que s(x) C /r 1 , il suffit également d'appliquer l'hypo- 
thèse de récurrence au préhomogène ((U(Fh^)o, (il(F/i M )i). 

Dans les cas restants, fio est courte et par classification le préhomogène a pour système de 
racines gradué soit 

1. (C n ,a n ) alors Ai = {a + ej,i,j = l,...,n} d'où 2e n ^ s(x) et s(x) n {e^ + e n ,i = 
l,...,n — 1} ^ 0. Soit iq = sup{i | ej + e n G s(x)}, à l'aide d'un élément convenable, g, de 
exp(ad(®i<i< io -iQ ei ~ ei o)), on peut se ramener à s(g(x)) C {e io + e n , et + €j, 1 < i < j < 
n}; comme ad(X €io+en ) est une surjection de @i<i< n -iQ ei ~ tn {C @ i= -ifiEi{h eio+en )) sur 
®i<i< n -iQ ei+ei ° , on peut se ramener au cas où s(g(x)) C {ej + e n ,ej + ej,i,j ^ io,n} 
et on applique l'hypothèse de récurrence à l'élément y = g(x) — X ti +en dans le PV : 
(H(s) ,il(s)i) avec s = Fh 2eio © F/i 2e „ . 

2. (B n ,ai) alors Ai = {ei,ei ±ej,j = 2,...,n} d'où ^ = ei et s(x) = {ei,ei + ej, j = 
2,...,n}. 

Comme ad(X tl ) est une surjection de Eo(h tl )r\Qo sur E2(h €1 )r\Qi, à l'aide d'un élément 
convenable de exp(ad((B2<j<nQ €j )), noté g, on a s(g(x)) = {ci}. □ 

Précisons la forme des sous-groupes paraboliques dans le cas commutatif : 

Lemme 2.3.2 1. Il existe un unique ensemble maximal ordonné de racines fortement or- 
thogonales (longues) de Ai, Ài,...,A n , telles que le sous-groupe parabolique 
Pq = P(h\ 1 , ...,h\ n ) soit standard. 

2. Soit Pi un sous-groupe parabolique standard alors Pi D Pq et il existe p, 2 < p < n, 
et des entiers : Iq = < 1 < l\ < ... < l p = n tels que Pi = P(H±, H p ) avec 
H i = T.u_ 1+ i<j<u h \i P° ur i = 1 , -,P- 

Démonstration: On rappelle qu'un sous-groupe parabolique P(Hi, ...,H P ), avec 

t = (Bi<i<p¥Hi C a, est standard si {A G A |A y 0} = {A G A^|A/ t / 0} (cf.3) de la 

remarque 1.4.1). 

1) Il est bien connu (par exemple lemme 6.3 de |Mu 2j ) qu'un ensemble maximal de racines 
fortement orthogonales de Ai peut être construit de manière canonique par orthogonalisations 
successives en prenant Ai l'unique racine simple de Si puis A 2 l'unique racine simple de 
AW = {A G A| n(A,Ai) = 0} muni de l'ordre AW+ = AW n A+ et qui appartient à 
Ai, puis A3 l'unique racine simple de A^ 2 ) = {A G AW| n(A,A2) = 0} muni de l'ordre 
A( 2 ) + = A^ 2 ) n A + et qui appartient à Ai, etc. jusqu'à épuisement des racines. L'ensemble 
{Ai, A n } ainsi construit est un ensemble maximal de racines fortement orthogonales de Ai 
donc Y,i<i<n h *i = 2H 0- 
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Soit a G Aq ne s'annulant pas sur to = ®\<i< r J$h\ i alors par la construction précédente 
il existe tels que 1 < i < j < n et n(a,\j) = — 1 = — n(a, Xi) donc Pq = P(h\ n , /i^i) 
est un sous-groupe parabolique standard. 

Soit /j, n } un ensemble maximal de racines fortement orthogonales de Ai tel que 

le sous-groupe parabolique P\ = h^ n ) soit standard, Pç, et P\ sont conjugués par 

Auto(g, o)h puisqu'il existe w G Wq, qui est le groupe de Weyl de Ao, tel que pour i = 1, n 
on ait w(/ii) = À„_j + i (par exemple, prop.4.4,2) de |Mu 2| avec l'irréductibilité de (0o>0i))- 
Comme Pq et P\ sont conjugués et standards, ils sont égaux d'où l'élément g, antécédent 
de w dans Auto(g, o)h , appartient à Pi D Autç,(Q, o)h donc pour i = l,...,n il existe U{ G 
®{«eA+| a ^o}5 a tels q ue sCfyJ = Ki + u i = h \ n -i+i d ' où = V = ^A„_ i+1 - 

2) Pour z = l,...,p, le préhomogène (Eo(Hi) n goj E 2 {Hi) H 01,^) est commutatif et 
i/i est 1-simple ; il admet A'W = {a G A | a(Hj) = pour 1 < j / i < p) comme 
système de racines lorsqu'on prend pour sous-algèbre déployée maximale a n s, avec s = 
®i<j^i<pFHj, on munit A'® de l'ordre induit par A, alors il existe un ensemble maximal 

de racines fortement orthogonales de A r ® : {[i®, fJ>n}}, tel que le sous-groupe parabolique 
correspondant P{h a) , h (i)) soit standard et on a Hi = Yli<i< n h W- 

Mi — ^ — 1 Mj 

{Mj- > l < i < PA < j < ^i} est alors un ensemble maximal de racines fortement orthogo- 
nales de Ai (prop.4.4,1) de [Mu 2j ). 

Soit Iq = et pour i = l,...,p, l{ = ni + ... + rii (donc l p = n par maximalité), pour 
k-i + 1 < j < /j on pose /ij = x alors {/ii, ...,/%} est un ensemble maximal ordonné de 

racines fortement orthogonales de Ai et il est facile de vérifier que le sous-groupe parabolique 
P(hui , hn n ) est standard pour Aq" car chaque P(h (t) , /i (») ) est standard pour A et 

P(H\, ...,H P ) est standard pour Aq". □ 

Remarque 2.3.3 Soient to = ©î^j^n^Aj ef (to)° = H AeA ±-R'erA avec Aq 1 = ni<j< n {A G 
Ao | n(À,Àj) = 0} a/ors to C (to) C o et il est facile de vérifier par des considérations cas 
par cas que que to = (to)° dans tous les cas sauf (A 2n -i, ct n ) pour lequel (to)° = a et to est de 
dimension n. 

Le sous-groupe parabolique Pq est un sous-groupe parabolique minimal uniquement dans les 3 
cas : (A 2n -i,a n ), (B 2 ,ai) et (C n ,a n ). 



Démonstration de 2.1.2 dans le cas commutatif : 

Le point 1) découle de la proposition précédente puisque les racines de S sont linéairement 
indépendantes. 

On suppose que le sous-groupe parabolique Pi est standard et on reprend les notations du 
lemme précédent. 

Terminons la démonstration du point 2) lorsque la décomposition de x G 0i relativement à 
ad(Hi) est : x = x 2 + x\ + xq avec Fi(x) = 0. 



41 



Comme le PV : (H(F(2iïo — Hi))q,H(¥(2Hq — Hi))i) est commutatif, on peut supposer que 
s(x 2 ) C Si = {Xj, 1 < j < h} (prop. 5.2.2, [Mu 2j . les éléments de H(F(2iT - #i))o utilisés 
commutent à t) et lorsque x 2 / 0, soit h = J2xes(x 2 ) 

Lorsque x 2 ^ 0, la décomposition de xi relativement à ad(h) est de la forme : x\ = yo + yi 

avec yi G Ei(h) n E^^Hi - h) D gi,i = 0, 1, à l'aide de exp{ad(E^ 1 (h) n i?o(#i — /i) D go)) 

on peut toujours supposer que î/i = ainsi yo + £ ^(s)i avec s = ©^ 6s ( :E2 )F/i^. 

La proposition 2.3.1 appliquée au préhomogène commutatif : (il(s)o,il(s)i) permet de supposer 

que s(x) = {m, fJLk}, les racines fj,i, fj,f. étant fortement orthogonales et telles que {// G 

s(x) | fJ>(Hi) = 2} C Si, rappelons que {fx G s(x) \ fi{Hi) = 2} ^ Si. 

Ce résultat est encore vrai lorsque x 2 = 0. 

Pour toute racine a de Ai, la quantité Xli<i<fc n ( a , A*i) £ {0, 1,2}, puisqu'elle représente une 
valeur propre de adh/gi, h étant l'élément 1-simple h = Si<i<fc^w O n rappelle également 
que 

B(h a ,Hi) = - n(X j ,a)B(h Xj ,h X:j ) = -B(h Xl ,h Xl )( ^ n(Xj,a)). 

l<i<h ~ l<i<h 

Soient A G Si — s(x) et a = Xà<i<fc ^O^'^*)' examinons les différents cas : 

1. Lorsque a = 0, l'élément u = h\ G C\i<i<kK er m et vérifie B{u,H{) ^ 0. 

2. Lorsque a = 1, n(À, fii) = 1 et n(A, /ij) = pour i > 2 (à l'indexation près), donc 
Hi(Hi) = 1 et comme la racine A est longue on a n(/ii,A) = 1 d'où u = 2h\ — Zt w G 
rii<j<fci^ er Hi et vérifie B(u,Hi) ^ 0. 

3. Lorsque a = 2, on a soit 

• n(X, fii) = n(X, fi 2 ) = 1 et n(A, fa) = pour i > 3 (à l'indexation près) donc, comme 
précédemment, u = 2Zi\ — /i m — h^ 2 G r\i<i<kK er fa et vérifie .£?(«, #i) 7^ 0, 

soit 

• n(X, fii) = 2 et n(X, fa) = pour i > 2 (à l'indexation près) d'où fjLi{H{) = 1. Or 
fii(2Ho) = J2i<j< n re (Mi> -\?) = ^ donc il existe un unique j > Zi tel que n(fJLi,Xj) = 1 
d'où n(Xj, fii) = 2 car les racines Aj et A ont la même longueur par conséquent n(Xj, fa) = 
pour i > 2 d'où u = h\ — h\. G r\i<i<kKerfa et -£>(«, iïi) = B(h\, Hi) ^ 0. 

□ 

2.4 Les cas classiques 

Ce sont les cas (R n , cxk) avec R = B, BC, C ou £). 

Les descriptions de Ao, Ai et A2 sont données dans la démonstration de la proposition 1.2.4, 
3) b) (dont on reprend les notations) ceci lorsque k < n — 1 dans le cas C n et k < n — 2 dans 
le cas D n ), en particulier : 

Ai = {ei ± ej | 1 < i < k < j < n , e i: 1 < i < k} n A , A 2 = {e; + e, | 1 < i < j < k} n A. 

Notons que dans le cas A = D n , la description ci-dessus pour k = n — 1 correspond à la 
graduation donnée par Si = {a n _i,a n }. 

Les préhomogènes commutatifs correspondent aux cas (B n ,oti),(C n ,a n ) et (D n , a^) avec 
k G {1, n — 1, n}. 
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Proposition 2.4.1 Dans le cas algébriquement clos, soit (flO)fli) un préhomogène de type 
(R n , Si) avec : 

1. Si = {a k } lorsque R = B n , 

2. Si = {a k } avec k < n — 1 lorsque R = C n , 

3. Si = {a k } avec k < n — 2 ou bien Si = {a n _i,a n } lorsque R = D n . 

Pour tout x G 0i (resp. Q-i), il existe un ensemble S de racines linéairement indépendantes de 
Ai (resp. A_iJ telles que P e (h £k , h £l ).x D ((B^sB^) ^ 9 et S contient au plus une racine 
courte qui est orthogonale aux autres racines de S. 

Démonstration: Il suffit de la faire lorsque Si = {a k } avec k < n — 1 car le cas 
(D n , {a n _i, a n }) provient du lemme 2.2.1 (S a au plus 3 racines) et le cas (B n ,a n ) étant 
évident, il est omis (S a au plus une seule racine). 

On procède par récurrence sur le rang de A, les cas (B n ,ai) et (D n ,ai) découlent de la 
prop.2.3.1, les cas (6*2,01) et (-04,02) de ce qui suit. 

On suppose donc la proposition vérifiée pour les systèmes de racines classiques de rang < n — 1, 
et on notera AW = {q g A | a(h ti ) = 0} et plus généralement A^'- 7 '-) = {a G A | a(h €i ) = 
a(h t:j ) = ... = 0}, ce sont des systèmes de racines gradués, A^'") = U_2<j<2A^ ,É ^ n Aj, et de 
même type. 

Soit u G 0i. Lorsque s{u) C A^ (donc k > 2), u est dans un PV donné par un système de 
racines gradué de type (i? n _i,Si = {a k -±} ), sauf dans le cas (-^4,02) où Si = {«2,03}, le 
résultat découle de l'hypothèse de récurrence et pour (D^,a2) du lemme 2.2.1. 
Lorsque s(u) n'est pas inclus dans A^ , soit A = {e k ± ej, j > k + 1} n s(u). 

1) Si A est vide alors e k G s{u) et A = B n avec k < n, il existe v G exp(ad((Bi<i< k -i9 ei " ek ))u 
tel que v = v± + vi avec s(v\) = {e k } et s(v2) C A^ n D n et on conclut en appliquant 

a (k) 

l'hypothèse de récurrence à V2 dans A^ n D n . 

2) Lorsque A est non vide et en utilisant le groupe de Weyl associé à An (©£ +1 Zej), on peut 
supposer que a k G A puis que s{u) C {e k ± e k +i, Q + e k+ i} U ^ k ' k+1 ^ en appliquant le lemme 
2.2.1, ainsi u = u\ + 112 avec s(u\) C {e k ± e k+ i,ei + e^+i} et «(«2) C A^' k+1 \ A^' ,fe+1 ) est 
un système de racines gradué de type (i? n _2, a^-i) à l'exception de l'unique cas {D n ,a n -2) 
pour lequel il est de type (-D„-2, {«n-2, 011-3})- 

La démonstration est terminée lorsque = 1 ou = n - 1 car A^ k ' k+1 ^ = 0. 
Examinons les différentes situations lorsque 2 < k < n — 2 : 

a) s(wi) C {efc ± efc + i}, on conclut en appliquant l'hypothèse de récurrence à U2- 

b) s(ui) = {e k - e k +i,ei + e fc +i}, alors m = x + y avec s(x) = e k - e k +i, s(y) = e; + e k+1 , 
on applique le lemme 2.2.3 avec (x, h = h ek - ek+1 , x^ 1 ), (y, h' = h ei+ek+1 ,y~ 1 ) et z = U2 ainsi 
toutes les hypothèses du lemme 2.2.3 sont vérifiées et on peut se ramener au cas où s(z) C 
A^' fc ' fc+1 \ puis appliquer l'hypothèse de récurrence à z lorsque /\^' k ' k+1 ^ ^ ^V< k > k+1 ) = 
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dans le cas {Di,ot2)). 



c) s(ui) = {e k ± e k+1 , ei + e k+1 }, 

i) R = C 

Il existe v G exp(ad(Q 2£k+1 ))u tel que s(v) C {e k — £fc+i, + e fc+i} U A^' fc+1 - > et on est ramené 
àb). 

ii) = B 

Il existe w G exp(ad(Q ek+1 ))u tel que G s(v) C A^' fc+1 - ) U{efc — e^+i, e^, 6i+e k+ i, i = 1, fc — 
1}, puis u; G ea:p(atZ(0 -efc+1 ))7; tel que G s(u>) C {e k , ± e^+i, i = 1, A; — 1} n A^ fe ' fc+1 ^ 
et finalement z G Oi<i<fc— i exp(a<i(g ei_efc ))w; tel que s(z) C {e^} U A^ n D n et on applique 
l'hypothèse de récurrence à aW n D n . 

h) i? = D 

Notons u = X + y, avec s(X) = {e k - e k +i,e k + e fc+ i} et y G E (h tk ) n gi. 

Comme (X, h tk ) se complète en un s^-triplet 1-adapté : (X, h €k , X^ 1 = X_ efc+e) , +X_ efc _ efc ), 

on peut supposer que y G H(s)i, s étant l'algèbre engendrée par {X, X -1 } (lemme 2.2.2). 

Or 

il(s)i = e MeA ( fc , fc +i)0 M ©i<i<fc-i FA% avec 
À% = [X_ ek+ek+1 - X_ efc _ efc+1 ,X ei+efc ] G fl e '- e *+i 

il est facile de vérifier que hnil(s) = ©i<i<n,i^fe,fe+i^ei est une sous-algèbre de Cartan deil(s) 
et que (il(s)o,it(s)i) est de type (i? n _2, a k -i), les racines longues appartiennent à A^ k ' k+1 ^ et 
on peut prendre comme racines simples : a\, ...,a k -2,/3 = <x k -i + ct k + a k +i, ct k +2, ■■■■,ctn-i et 
A„, qui est la restriction de e n à f) flil(s). 

Appliquons l'hypothèse de récurrence à z : il existe g tel que gz = Ylues^n> ^ ensemble de 
racines linéairement indépendantes. Si toutes les racines de S sont longues, la démonstration 
est terminée, sinon il existe une seule racine courte Aj, les autres étant longues, linéairement 
indépendantes et orthogonales à Aj d'où 

g(X + z) = X 1 + X^mec X l = X efc _ efc+1 + X ek+ek+1 + X Ai . 

Il reste à réduire l'élément X\ à l'aide de exp(ad(Q ei ~ €k )). 

Ceci termine la démonstration du cas (1)4,02) et de la proposition. □ 
Avant de déterminer les sous-groupes paraboliques standards très spéciaux, notons : 



Lemme 2.4.2 Soit (f)o>0i) un préhomogène absolument irréductible régulier de type classique 
(R n , a k ) (1 < k < n — 1 lorsque R=C etl<k<n — 2 lorsque R=D) alors h ei est 1-simple à 
l'exception du cas classique déployé R=C. 
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Démonstration: Comme h ei = h ei - Cn + h ei+en , h ei est 1-simple dans tous les cas sauf 
peut-être R = C. Dans ce dernier cas on a h ei = 2hâ et il est aisé de vérifier que 2hâ n'est pas 
1-simple dans le cas déployé (par exemple le préhomogène (iX(F/t ei )o,iX(F/t ei )i) est de type 
(C n _i, afc_i) qui n'est pas régulier car k — 1 est impair). 

Lorsque g n'est pas déployée, on note h a la co-racine associée à la racine a G A. 
Par classification des diagrammes (|Ve|. [Waj ), les types possibles sont : 

i) (A, ojo) = (C2n,Oi2k) de diagramme de Satake : 
• o • o — i </ o 

ii) (A,a ) = (D 2n ,a2k) ■ 

• o • o — • — o • 

i 

iii) A = Ey et Si = {ai} ou Si = {a^}, F = M et le diagramme de Satake est : 
o • • • o o 

1 

Dans tous les cas, il existe une racine 7 G A2 telle que 2h& = 2/i 7 , 7 est la somme de deux 
racines, a et (3, de Ai dont la différence n'est pas une racine, ainsi (X a + Xp, 2hâ, 2(X_ a + 
X-p)) est un SI2— triplet 1 adapté (tds principale de type A2) au sens du préhomogène : 
(flo'fli) d'où 2hâ est également 1-simple au sens du PV : (flo>0i)- 

7 est la plus grande racine de A pour ii) et iii) et 7 = a± + 2Ç%2i=2 1 a ù + a 2n dans le cas i). 
□ 

Dorénavant, dans tout ce §, le préhomogène (flO)fli) vérifie les hypothèses du lemme 2.4.2, ce 
qui permet de définir : 

_ J | dans le cas R = C avec g déployée , 
^° \ k sinon 

et pour i = 1, ...,po '■ 

_ / 2(/i2e fe _ 2i+ i + ^2e fc _2i+2) dans le cas R = C avec 3 déployée , 
1 ~ \ h ek _ i+1 sinon. 

Le sous-groupe parabolique Po = P{H\, ...,H P0 ) est alors un sous-groupe parabolique stan- 
dard très spécial. 

Lorsque 2k < n, soient H[ = Y$=i h H-^ k -i+i et H 2 = Ei=i ^6 i +e 2fc _ i+1 , alors = P(H[, H' 2 ) 
est également un sous-groupe parabolique standard très spécial. 

Soit to = ©^iFiîj (resp = ¥H[ © ¥H' 2 ) alors = {ai,i > k + 1} dans tous les cas sauf 
le cas C n déployé pour lequel = {a>i, i > k + 1, a^'-i, 1 < j < f } (S — X t J, = {«fci 02*;}) et 
(to)° = to (resp(t[,) =g. 

Po est un sous-groupe parabolique minimal dans les cas (R n ,a n ) avec R = B ou PC. 
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Proposition 2.4.3 Soit (flOiSi) un préhomogène absolument irréductible régulier de type 
classique (P n , (Xk), R = B,C, BC ou D (1 < k < n — 1 lorsque R=C et \ <k <n — 2 lorsque 
R=D)et soit P = P(Hi, H p ) un sous-groupe parabolique standard très spécial alors 

• soit P = Pq et2k< n, 

• soit P D Po, k > 2 et il existe des entiers : l p+ \ = < l p < ... < h < h = k tels que 
Hi = T,i l+1+ i<j<u K pour i = 1, ...,p. 

Démonstration: Bien que q ne soit pas déployée en général et de la même manière que 
dans le 3) de la proposition 1.2.4, la considération du diagramme à poids associé à H p donne 
2 cas possibles : 

Premier cas : il existe j > k tel que ctj(H p ) ^ et ai(H p ) = pour 1 < l < j — 1. 
Comme (iX(¥H p )o,iX(¥Hp)i) est un préhomogène de type il est commutatif et 

gradué par 2Hq — H p qui est 1-simple dans ce préhomogène donc j = 2k d'où H p = H' 2 . 
Lorsque p > 3, dans ce préhomogène le parabolique associé à H\, iîp_i est standard donc 
par le lemme 2.3.2, il existe i G {l,...,k — 1} tel que H\ = Ekk» ^H+i" £ i+j ce ^ es ^ 
absurde (ei + ek+i(H\) = — 1) d'où p = 2 et H\ = H[. 

Deuxième cas : il existe une unique valeur j , 1 < j < k telle que a.j(H p ) = 2 donc 
k > 2 et H p = J2i<i<j h-ti ce Q u i termine la démonstration dans le cas p = 2. Lorsque p > 3, 
(il(¥H p )o,il(¥H p )i) est un préhomogène de même type : (R n -j,ctk-j) et dans ce préhomogène 
le parabolique associé à H\, Pî p -\ est standard mais il n'est pas de type Pq qui est associé 
à H[ = h ej+1 _ e2k _ j + ... + h ek _ tk+1 (resp.^ = h ej+1+eak _ . + ... + h ek+ek+1 ) car H[ et H' 2 ne 
sont pas 1-simples spéciaux donc on est à nouveau dans le 2ème cas et on obtient le résultat 
par récurrence sur n. □ 

Fin de la démonstration du théorème 2.1.1. 

1) Le point 1 découle du §2.5. lorsque A est de type exceptionnel et lorsque A est de type clas- 
sique cela résulte de la proposition 2.4.1 pour Po et des résultats de [ Hi-Roj pour Pq puisque 
le parabolique associé aux racines {ai,i ^ k,2k , 1 < i < n} est de longueur < 4 donc opère 
avec un nombre fini d'orbites dans son radical unipotent. 

2) On omet la vérification pour Pq et on termine la démonstration de 2.1.2 dans les cas 
classiques pour les sous-groupes paraboliques Pt D Po, dont la description figure dans la 
proposition 2.4.3. 

Soit x G 0i, sa décomposition relativement à ad(H{) est de la forme x = X2 + xç,, on suppose 
donc que X2 est non nul et que Fi(x) = 0. 

A l'action de Pt près, et à l'aide de la description de Ai et de A2, on peut supposer que 
(x2, H, x 2 1 ) est un SI2— triplet avec comme formes possibles de H (prop.2.5 de |Mu 2j ) : 

(!) : H = Y,i 2+ i<i<i K + Ei<j< ? h n avec H = e i+j + e k+j ou bien 7j = 3+j - £fc+j ce 
que l'on note jj = ei + j + (±€k+j), ou bien 

(2) : H = J2i<j<q h"yj avec / = I2 et on a : / + q < k, ou bien 

(3) : H = J2i 2 +i<i<i K avec l < k. 

On peut toujours supposer que xq = y_i + yo avec yi G Ei(H) n Eq(H\) n gi ( lemme 2.2.2). 

i) Lorsque y_i = 0, u = H\ — H commute à x et vérifie B(u, H\) ^ 0. 
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ii) Lorsque y_i 7^ 0, donc H est de la forme (1) ou (2), posons h = Y2i<j<q h es ^ 1-simple 

car les q racines 7^ sont fortement orhogonales. 

Or : E 2 (H) n fli = £ 2 (# - /i) Rfli © £ 2 (/l) H fli avec : 

£ 2 (# - h) rifli = (©i 2 +i<i<ij>fc +f ,+i0 £l±£j © g £l ) n 01 , £ 2 (/i) n 01 = ©i<i, j < g £i+i+{±£fc+j) 

et de même pour E_ 2 (H — h) n g_i, ainsi E 2 (H — h) fl fli © E_ 2 (H — h) n 0_i commute avec 
£?2(/i)n0iffi^- 2 (/t)n0_i. 

Or le préhomogène : (il((2iïo — /i)F)o,U((2iïo ~~ ^)F)i = E 2 (h) D0i), est commutatif, gradué 
par | et régulier d'où, à l'action de Aut e (ii((2Ho — h)F)o) près, qui centralise t + Fh + FH 
(prop.5.2.2. |Mu 2] ). on peut supposer que x 2 = X\ + X 2 avec X\ G E 2 (H — h) fl f)i et 

Soit s = ®i 2+ i<i<i¥h ti dans le cas (1) (resp.s = {0} dans le cas (2)) on vérifie que : 

n 01 u E (H) n 01 c il(s)i 

donc X 2 + y-\ + y G U(s)i- 

Dans le cas (1), le préhomogène : (il(s)o,it(s)i) est de type classique avec pour système de 
racines gradué : A- = Af 2+1 '-'° et le sous-groupe parabolique P(H[, H p ) avec H[ = 
^2i+i<i<k h-ei est un sous-groupe parabolique standard. 

On se place dans le préhomogène : (P(H[, H p ),il(s)i) (avec H[ = H\ dans le cas (2)) et 
soit t' = FH[ ©? =2 FHi. 

En appliquant le lemme 2.2.4 à X 2 + yo on peut supposer que s(y-i) = {/Mi, ...,/U r } avec 

1 < T < q et m = e Pi — (±ek+i), les pi étant tous distincts et inférieurs ou égaux à l 2 , mais 
alors 

[[E (H[) HE (h) nil(s) 1 ,©i< i < rfl - w ],f']] = 
donc par le lemme 2.2.3 on peut supposer que s(yo) C {e^ ± €j, e^, 1 < i < l 2 , i / Pi, ---Pr) 

i + g + i < j <«}n Ai. 

L'élément u = /i epi + (±h tk+1 ) - h ei+1 commute à x = X 1 + £^ =1 x -/j + Sj=i + et 
vérifie B(u,H{) 0. ' □ 



2.5 Les cas exceptionnels non commutatifs 
2.5.1 Généralités 

La liste des diagrammes de Dynkin gradués correspondants a été établie dans la démonstration 
du lemme 1.3.1 et est donnée par : 

1. (F4, ai), (Eq, a 2 ), (£7, ai), (Es, as) pour lesquels 2 est de dimension 1, 

2. (£4,04) et est non déployée (ce qui correspond à des F-formes de 3), 4) et 5)), 

3. (E 7 ,a 6 ), 

4. (E 7 ,a 2 ), 

5. (Es, a{). 
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Rappelons que g est déployée dans les cas Ei,i = G, 7, 8 et notons que Hq est proportionnel à 
J2ujeA 2 ^ (puisque celui-ci est non nul et est dans le centre de go). 

Lemme 2.5.1 Il y a un unique sous-groupe parabolique standard très spécial, P(H\, H2). 
Lorsque dimfa) > 2, H2 = 2hà et t est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie engendrée par 

0±2- 

P{H\,H2) est un sous-groupe parabolique maximal de G à l'exception du cas (Eq,U2) pour 
lequel T,q — Et = {ai, a%}. 

Remarque 2.5.2 Précisément : 

{01,04} lorsque A = F4, 
„ „ _ I {ai,ag} lorsque A = £7 et Si C {a\,ae}, 
{ai,as\ lorsque A = Es, 
{a±, «2} dans le cas (£7, «2)- 



Démonstration: L'unicité résulte de la démonstration du lemme 1.3.1 puisqu'il y a toujours 
un unique sous-groupe parabolique très spécial (à conjugaison près) sauf pour (£7,02) mais 
alors l'un des 2 éléments très spéciaux est donné par 2hà- 

Comme 2hà est toujours 1-simple spécial pour Ej et Es lorsque dim(g2) > 2, il en est de 
même pour leur formes réelles car à est une racine réelle donc H2 = 2hà lorsque dim(fj2) > 2. 
Comme P(H\,H2) est un sous-groupe parabolique standard, S t = {a G £o|«(-£^2) = 0} 
et lorsque H2 = 2hà, on détermine immédiatement S t à partir du diagramme de Dynkin 
complété (cf. planches V à VIII de [BO 1]). 

Lorsque dim(g2) = 1, soit Si = {Ai}, par orthogonalisations successives avec conservation 
de l'ordre de A, on construit {A2, A3, A4}, ainsi on a 4 racines orthogonales, longues dans Ai 
et de somme 2Hq (cf.le cas commutatif ainsi que 6.4 à 6.6 de [ |Mu 4| ) ; pour a G £0 on a 
soit n(a,Xi) = pour i = 1,...,4 soit n(a, Aj ) < 0, avec io =inf{i|n(a, Aj) / 0} donc le 
sous-groupe parabolique P(h\ 1 + h\ 2 ,h\ 3 + /ia 4 ) est standard; par unicité H2 = h\ a + h\ 4 
d'où S t = {a G So | n(a, Ai) < et n(a, A2 > 0} U {a G So I n(a, Ai) = n(a, A2 = 0} et on le 
détermine dans chaque cas à l'aide du tableau II de |Mu 4j . Les résultats sont reportés dans 
la remarque ci-dessus. □ 

Rappelons qu'il existe ê, valeur rappelée dans chaque cas, racines orthogonales de Ai et 
longues dans Ai (longues dans A à l'exception du cas (£4,04)), notées Ai,...,A^, telles que 
H\ = Y^KiKê^K- Ainsi le préhomogène : (£k(-ffi) H Qq,E2(H\) n fli) est dans tous les 
cas"presque-commutatif" ( |Mu 2] prop.6.6 et dernière remarque) d'où tout élément non nul 
x E E2{H\) n Qi est dans la G/f-j -orbite d'un élément de la forme : 

x = ^ X Xi , l<q<£ mec X Xl € g Al - et [X X .,X X .) = pour 1 < i < j < q, 

l<i<q 

2 dans les cas (F4, ai), (E§, 02), (E-j, a\), (Es, as), 
ainsi que (£4,04) lorsque g est non déployée, 

avec l = < 

3 dans le cas (£7,02), 

4 dans les cas (E7,a§) et (Es, ai). 
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2.5.2 Les cas exceptionnels pour lesquels 52 est de dimension 1 

On reprend les notations du lemme 1.3.1 et on rappelle que : fji = E 2 (Hi) H 0i © Ei(H\) n 
01 © E Q (Hi) n 01 et A 2 = {à = 5 (Ei<i<4 ^i)} avec s i = {^1} et <4 ue : 

Rappel 2.5.3 Soient Pi, 1 < ï < 4, 4 racines orthogonales de Ai, donc longues et de somme 
2â. 

1) Soient x = Xfa + Xst-px, alors F(x) ^ et pour (s,t) G F 2 , 
il ermie A € gp-fo-P* $ e / gMe [A, JSf a _ j3l ] = iXg 3 , S € gSHSa-fl» te \ que [B,X à _ Pl ] = sXp 4 et 
C G g»-/ 3 ! -£2 fe/ que [C,X ft ] = -[B,*^], posons 5 = exp(ao!(C))exp(ao!(S))exp(ao!(A)), 
on a g(x) = X Pl + X â _ /3l + tX^ + sXg 4 . 
5 G P e (H 1 ,H 2 ) lorsque fh(Hi) = 2. 

i?) Soii x G 0i £e/ gwe : s(x) = {à — 0i, fli, 02, fo} (resp.s{x) = {à — X , fy, 1 < i < 4}), il 
existe g G exp(ad{Q à - p2 -^))exp{ad{Q à -^-^))exp{ad{Q à ~ f51 ' 132 )) tel que : 

s{g(x)) = {fo,i = 1,..,4} (resp. s{g(x)) C {&,» = 1,2,3,4}). 

(/Mm 2/ ; démonstration du lemme 2.3.1). 

g G P e (H\, H2) lorsque j3\{H{) = 2 et Pi(Hi) = ou bien lorsque Pi(Hi) = 1 pour i = 1, ...,4. 

Rappel 2.5.4 Ver G ^4 earasie w G Wo ie/ g«e w(Xi) = X a u) pour i = 1, ...,4. 

(cf.remarque du §2.2 |Mu 3j car pour tout a G S4 on a ^i=i,2Ei{h u ^\i))^j=^A-^o{h u (\ ] )) 7^ {0}) 

Fin de la démonstration du théorème 2.1.1. 

Soit x G 0i. 

Premier cas : x a une composante non nulle suivant E 2 {Hi) flfli. 

A l'action de G^-près on peut supposer que Ai G s{x) et que x G Al © a_Al © Eo(h\ x ) H 01 
(lemme 2.2.1) ; comme le préhomogène (i£o(^Ai) H 0o>-^o(^Ai) H 0i) est commutatif, lorsque 
s(x)/{à — Ai, Ai} est non vide, on peut supposer que s(x)/{à — Ai, Ai} C S, S étant un 
ensemble de racines orthogonales entre elles et à Ai telles que X^es /u + Ai = 2à (proposition 
2.3.1) donc Xmes A 1 = ^2 + A3 + A4. Comme : 

^i(-ffi) n 01 = ®a&iE Q {h Œ{Xl) ) n ^i(/i ct( a 2 )) n Ei(h <Xs) ) n E (h a{Xi) ) 

avec I = {1, (1, 2), (3, 4), (1, 2)(3, 4)}, l'ensemble Si = {fJ, G S \ n(fi, A2) = 0} est non vide, en 
effet si Si = alors pour /x G S on a n(/x, A2) = 1 donc 5 = {pbi, fj, 2 } d'où l'une des 2 valeurs : 
n(/ii, Aj) + n((j,2, Aj), i = 3, 4, est différente de 2 ce qui est absurde. 
A l'aide de Gh x n G^ 2 on peut se ramener à Si = {A4} ou bien Si = {A3, A4}. 

• Lorsque A 2 G s(x), donc Fi(x) / 0, on a S = {Aj,z = 2,3,4} et s(x) C {â — Ai,Aj,z = 
1, 4}. A l'aide du rappel 2.5.3, on peut supposer que s(x) C {Ai, à — Ai, A2} ou que s(x) = 
{Aj, i = 1, ...,4} ou que s(x) C {Ai, i = 1, 2, 3}. 
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Lorsque s(x) C {Xi,i = 1,2,3}, l'élément u = h\ 4 centralise x et vérifie B(u,H2) / 0, dans 
les autres cas F{x) / (cf.rappel 2.5.3,1)). 

• Lorsque A2 ^ s(x), donc Fi(x) = 0, il existe fi2 et ^3 G S tels que n(/j,2, X2) = ^(^3, A2) = 1 

donc S\ = {A4} et n(fii,Xj) = 1 pour i,j = 2,3. 

L'élément u = h\ 2 — h\ 3 centralise x et vérifie B{u,H\) / 0. 

De plus, si on note j3\ = Ai, = ^2, /?3 = 1^3, /? 4 = A4, alors on peut supposer que 
s(x) C à — [3\, (3j, fîk} ou bien que s(x) C {/3j, i = 1, ...,4} en appliquant le rappel 2.5.3 

Deuxième cas : x n'a pas de composante suivant E^-ffi) H 0i. 

Lorsque x G E\{H{) n 0i, i?i — #2 centralise x et vérifie B(H\ — H2, H\) / 0. 

a) Le cas simplement lacé 

En appliquant le lemme 2.2.1 on peut supposer que x G g Ml © g a ~^ © EqQi^) H gi, or le 
préhomogène (-Eb(fym) H 0o, EqQi^) H gi) est commutatif , on peut donc supposer comme 
précédemment que \i\ G s(x) C {fi±,â — fi±, fi2, fJ-3, ^4}, les racines = 1,...,4, étant 
orthogonales de somme 2à, et que V/3 G s(x) on a (5{H\) < 1. 

i) s(x) a cinq racines 

Comme 2â(iïi) = 4 = ^^(fii), on a fii(Hi) = 1 pour i = 1, ...,4 d'où x G E\(Hi) Hgi, 
et on applique le 2) du rappel 2.5.3 aux racines = = 1, ...,4. 

ii) s(x) a au plus 4 racines donc elles sont linéairement indépendantes. 

Seul le cas où 3i tel que Hi(Hi) = 2 est à considérer mais alors ^ ^ s(x) et lorsque 
{Hi,â — fi\} C s(x), par le 1) du rappel 2.5.3 appliqué aux racines A = /Uj, 1 < i < 4, il 
existe y G Px tel que s(y) = {à — /Ui,/ii} d'où y G Ei(H±) n gi. 

b) Le cas restant : (-^4,0:1). 

Rappelons que Ai = {â - ^ , 1 < i < 4, \{\ + Aj) , 1 < i, j < 4}. 

A l'aide de Gh 1 on peut supposer que {A G s(x) \ X(H±) = 0} C {A3, A4} d'où s(x) C 
{A 3 ,A 4 ,i(A î + A,),iG{l,2} ,jg{3,4} }. 

Lorsque s(x) contient des racines courtes, on peut supposer que ^(Ai + A3) G s(x) (cf.rappel 
2.5.4) et que ^(A2 + A3) ^ s(x) (on utilise exp(ad(g2( A2 ~ Al ) ); de même on peut supposer que 
^(A2 + A4) ou ^(Ai + A4) n'est pas dans s(x) (sinon on fait agir exp(ad(Qï ( Al ~ Aa )) ). On a 
ainsi 2 cas : 

iii) ) s(x) C {A3, A 4 , ^(Ai + A3), ^(Ai + A 4 )} et h\ 2 convient. 

Comme x G Eo(h\ 2 ) n gi et que le préhomogène {Eq{H\ 2 H Qo,Eo(h\ 2 n gi) est commutatif, 
on termine en appliquant la proposition 2.3.1. 

iv) i(Ai + A 3 ), ^(A 2 + A 4 )} c s(x) c {A 3 , A 4 , |(Ai + A 3 ), ^(A 2 + A 4 )} 

L'action de exp(ad(Q2 ( A 3^ A i))) permet de se ramener à à — Ai G s(x) C {à — Ai, A4, ^(Ai + 
A3), 5^2 + A4)} puis avec un élément approprié de exp(ad(g a ~ X2 ~ X3 )) on arrive à s(x) C 
{à-Ai,i(A 1 + A 3 ),i(A 2 + A 4 )} (3 racines linéairement indépendantes) et h^ X2 _ x ^ convient. 
□ 
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On a également établi : 

Proposition 2.5.5 Dans les cas (Eq, a 2 ), (-E7, a±), (Es, a$), soitx G Q\ il existe y G P e (H\,H 2 ).x 
et un ensemble de 4 racines fortement orthogonales ...,/?4, tels que s (y) comprenne au plus 
4 racines appartenant à {à — = 1,...,4} et dans le cas (Kt,ai) il faut y adjoindre 

l'ensemble {à — Ai, \(X\ + A3), ^(A2 + A4)}. 



2.5.3 Démonstration du théorème 2.1.1 dans les cas exceptionnels restants 

On rappelle que 0i = E 2 (H 1 ) n 0i E Q {H{) n 0i. 

Il reste à considérer les éléments du type x = x 2 +xq, avec xq non nul appartenant à Eq(Hi)C\Qi 
et 

x 2 = ^2 Xx j avec i x Ki X »>j] = P our 1 < i < 3 < Q etl<q<£ — l 

l<j<q 

Ainsi (x2,/i = Y2i<j<qh\j) se complète en un sZ2-triplet noté (x 2 ,h, x^ 1 ) et on peut sup- 
poser que la décomposition de xq relativement à adh est de la forme : xq = y + z avec 
y G E-!(h) n E {Hi) n E 2 (H 2 ) et z G E (/i) n £ (#i) n E 2 (H 2 ) (lemme 2.2.2). 

1) Lorsque y = 

On peut supposer que z G il(s)i, s étant l'algèbre (réductive dans g) engendrée par X2, h,x^ 
et -ffi (lemme 2.2.2) et le préhomogène : (il(s)o,il(s)i) a un nombre fini d'orbites; l'élément 
u = H\ — h commute à x et vérifie B(u, H\) / ce qui termine la démonstration dans ce cas. 

2) Lorsque y 7^ 

a) Le cas (^4,04) non déployé 

Les racines de Ai sont toutes courtes et il existe 4 racines orthogonales, {Aj}i<j<4, telles que : 
J2 h Xi = 2H , #1 = h Xl + h X2 , n= i(Ai + A 2 + A 3 + A4) G A 2 

l<i<4 

Ai = {Xi , fi - Xi 1 < i < 4 } , A 2 = {Ai + Xj , 1 < i < j < 4 , n }. 

Nous avons donc : x 2 = X Xl , y = X^_ Xl et on peut supposer z = en appliquant le lemme 
2.2.3 puisque 

Ez{h) n si = {0} et E o (h)nE o (H 1 )nE o (h^ Xl ) = {0}. 
L'élément u = h X2 — h Xs centralise x et vérifie B(u, H\) / 0. 

b) Dans tous les autres cas, g est déployée, A est simplement lacé, les racines Xi, 1 < i < £ 
sont fortement orthogonales et 1 < q < 3 donc E^(h) n E 2 (H\) n fli = {0} sauf pour q = 3 
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mais alors t = 4 et E 3 (h) n E 2 (H 1 ) D Qi = g 13 avec /9 = 



l<i<3 A * 



A 4 ). 



Par la démonstration du lemme 2.2.4 on peut supposer que soit : 



i) y = X 71 avec 71 G Ai tel que 71 (#1) = 0, 71 (/i) = 77,(71, Ai) 



1, 



soit : 



ii) q = 2 et y = X 71 + X 72 avec 71 et 72 G Ai tels que 71 (#1) = 72 (#1) = «(71,72) = 
"-(72, Ai) = 71(71, A 2 ) = et n(7i, Ai) = 72(72, A 2 ) = -1. 

On complète y en 1 sZ 2 -triplet : (y,h' ,y~ l ) (h' = h lx dans le cas i) et h' = /i 7l + h l2 dans le 
cas ii)) donc : 

iii) On peut supposer que z = zq + v avec zq G Eq(K) n Eo(h') n Eq(Hi) H Q\ et v £ 
E 3 (h) n E 2 (Hi) n 51 puisque H\ — h est 1-simple et p = 2 (lemme 2.2.3 et sa remarque). 

• Lorsque q = 1 ou bien y = X 71 + X yi (donc X2 = X Xl + X\ 2 ) on a X2 G E-\(h!) fl fli donc 
on peut supposer que G H(s)i, (vrai pour zq lorsque q = 1 et pour g = 2 cf . démonstration 
du lemme 2.2.2) s étant l'algèbre (réductive dans 5) engendrée par H\ et les deux sZ 2 -triplets 
(x 2 ,/i, x^ 1 ) et (y-i,h' ,yZ{), ce qui donne le nombre fini d'orbites. 

Dans les deux cas l'élément u = —3H\ + Ah + 2/V commute à 1 et vérifie B(u, H\) / 0. 
Il reste donc les cas suivants : 

• Lorsque q > 2 et y_i = X 7l , on réduit encore zq + v relativement à ad(h Xl ). 



Soit ô G s(^o), comme n(5, Ai + 71) = n(S, Ai) > car A3 = 0, on a zq = wq + w\ avec 
lOj G Ei(h Xl ) CiE (h) n E (h') H E (Hi) n Qi pour i = 0, 1 donc il existe ^ G ©5 6s ( Wl )0 <5 ~ Al (C 
£_i(/i Al ) n £_ 2 (/i) n £i(/V) n £- 2 (#i) n 0O ) tel que [A,X Al ] = -u-i d'où 



On supprime l'élément [A, v] G E\(h) n Eq(Hi) fl fji à l'aide d'un élément convenable de 
exp(ad(£_i(/î)n£_ 2 (#i)n0o)). Comme [A, E 2 <i<< ? *A 4 ] G E\(h!) fl Eq(H{) n Eç>(h) n 0i, à 
l'aide du lemme 2.2.2 on peut supposer que x' = x 2 +X n +u>o+t' / avec 7/ G £ , 2(-ffi)n£'3(/7,)ngi. 
Lorsque 7^ 0, donc (7 = 3, on supprime à l'aide de exp(a<i(0 /3_Al ) dont la restriction à 
Eo(h Xl ) H Eo(h\ 4 )) H Eq(Hi) n 01 est l'identité, ce qui donne finalement : x" = x 2 + -X" 71 +7/J0. 

Or t^o G il(s')i, s' étant l'algèbre (réductive dans g) engendrée par H\ — h, /i 71 , h Xl et h — h Xl , 
donc on en déduit le nombre fini d'orbites de Pi dans Q±. 

L'élément u = 3(Hi — h) — 2/i 7l — h Xl commute avec x" et vérifie B(u,H\) = (3(1 — q) — 



x' = 



exp(ad(A))(x) = x 2 + X 7l + w + [A, + [A, ^ X A J + 



2<i<q 



l)B(h Xl ,h Xl )^0. 



□ 
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3 Fonctions Zétas associées 



A l'aide des travaux de |Bo-Ru 2| . de [Sa 3| et du théorème 2.1.1, il est facile d'établir l'exis- 
tence d'une équation fonctionnelle abstraite vérifiée par la fonction Zêta locale associée au 
préhomogène (Pt, q±) définit dans le §1.4 et c'est l'objet de ce paragraphe. 
La plupart des démonstrations sont analogues à celles faites dans le cas commutatif réel 
f |Bo-Ru 2| ). 

On reprend toutes les hypothèses du §1.4, c'est à dire : 

1. g est une algèbre absolument simple engendrée par Q±i, 

2- (flO)0i)-ffo) est un préhomogène absolument irréductible et régulier, 

3. Pi = P(Hi, H p ) est un sous-groupe parabolique très spécial lorsque p > 2 et pour 
p = 1 on pose P(2H ) = G. 



On commence par préciser quelques normalisations usuelles avant d'établir l'existence de 
l'équation fonctionnelle abstraite vérifiée par les fonctions Zétas. 



3.1 Normalisation de la forme de Killing 



On convient de poser B = cB (avec c réel dans le cas complexe) et on choisira dans les appli- 
cations c = — ^ — : — p . , ce qui correspond à une normalisation de la forme de Killing de 
2B{H ,H ) 

q indépendante du choix de Pf 

Soit r un caractère de F qui définit la transformation de Fourier des fonctions de S (F), espace 
de Schwartz de F : 

1. r est un caractère d'ordre v lorsque F est un corps ^-adique ; 

2. t(x) = e 2lwx dans le cas réel 

3. t(z) = e 2ln ( z+z ï dans le cas complexe. 

La transformation de Fourier d'une fonction / G S(fJi) est alors la fonction !?(/) G §(fl-i) 
définie par : 



Hf)(y)= / f(x)r(B(x,y))dx y € fl-i- 
La transformation de Fourier inverse d'une fonction g G S(f)-i) est donnée par : 

${9){x) = I T(B{x,y))g(y)dy x G 0i. 
J 0-1 

Si il est une algèbre de Lie semi-simple graduée , on note B& la forme de Killing associée ; la 
transformation de Fourier est alors définie par le caractère : 

TU = t o (Bn) 
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3.2 Normalisation des mesures de Qi et g i 



Pour x £¥, \x\v (noté également |x|) désigne la valeur absolue de x c'est à dire : 

lorsque F = C : \x\c = xx , lorsque F = R : |x|r = max(x, — x). 

Lorsque F est un corps 33-adique, on note q sa caractéristique résiduelle, D l'anneau des entiers 
de F, 23 l'unique idéal maximal de D et n un générateur de 2Î alors x se décompose : x = ir n u, 
u G D (n =ordre de x) et |x|f = q~ n ■ 

On munit une fois pour toute F d'une mesure autoduale pour r. 

On rappelle que lorsque F = C , on considère les structures d'espaces vectoriels réels de gi et 
0-1- 

On note $ l'application définie sur q[ qui à x associe x^ 1 l'unique élément de g'_ 1 tel que 
{x,2Hq,x~ 1 ) soit un s^-triplet ([x _1 ,x] = 2Hq), <I> commute à l'action de G et on normalise 
les polynômes irréductibles fondamentaux des préhomogènes : (G, gi) et (G, g_i) par : 

F * (*(*)) = 1^ C* 1 )- 

Pour x G q[, notons 9 X = 9 X (— 1) (cf. définition 7, introduction du §1) et rappelons que 9 X est 
une involution de g qui vérifie 9 x (x) = &(x) = x~ l . 

Comme 9 gx = go9 x og~ 1 , det(9 x / Q\) est une application rationnelle relativement invariante par 
G (de caractère associé (det(g / 'g_i) 2 ) il existe une constante c telle que det(9 x /g\) = cF(x)~ 2N 
dim(gi) 

avec N — 



degré de F 

Notons que pour xo G g' l5 on a G XQ = G x -i et 9 XQ échange l'orbite G.xq dans gi avec l'orbite 

G.Xq 1 dans g_i car l'application @ XQ définie pour g G G par : & Xo (g) = 9 Xo .g.9~^, est un 
automorphisme de G. 

Pour x G gi, l'application polynomiale F*(9 Xo (x)) est non identiquement nulle, relativement 

F(x) 

invariante par G donc par la normalisation (NI) on a F*(9 X0 (x)) = — — (3). 

Lemme 3.2.1 II existe une unique mesure de Haar, dx, sur gi et une unique mesure de Haar, 
dy, sur g_i telles que : 
(l)?o?=Id §{ei) . 

^V/GLHfl-i) eiVxoGgi on a J gi f(9 XQ (x))dx = \F(x )\ 2N . J gi f(y)dy. 
Pour g £ ^ 1 (g'_ 1 ) et Vx G gi on a J gi g(9 X0 (x))\F(x)\- N dx = J gi g(y)\F* (y)\~ N dy. 

Démonstration: Munissons gi et g_i de deux bases : 25 et 23*, duales pour B, et soient 
dçgx et d<£*y les mesures de Haar correspondantes alors il existe une constante positive A telle 
que dx = \drgx donc par la propriété de dualité demandée dans (1) on a dy = jdr&*y puisque 
F est muni d'une mesure de Haar autoduale pour r, et par changement de variable on a : 

/ f(e xo (x))dx = f-.\F(x )\ 2N . f f{y)dy d'où A = V / R(= \det(9 x J ^\F{x )\ N ) 
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par (2) et (3). 



□ 



On munit 51 et g_i des mesures uniques définies dans le lemme 3.2.1. 
Pour xo £ q[, G/G xo est muni de la mesure G— invariante qui vérifie pour / G Qc(G.xq) : 

f f(x)\F{x)\~ N dx = I f(gx )dg (N2) 

puisque \F(x)\~ N dx est une mesure G-invariante. 

Notons que les mesures G— invariantes \F*(y)\~ N dy et \F(x)\~ N dx sont indépendantes du 
choix de 03 et de la normalisation de F mais la mesure dx dépend de l'invariant relatif choisi 
dans l'égalité (2) du lemme précédent, on dira que la mesure est normalisée à l'aide de F et 
ceci sera précisé à chaque fois. 

Avec la normalisation des mesures imposées par les 4 conditions : (NI), (N2) et (1) et (2) du 
lemme 3.2.1, on a les propriétés suivantes : 

Lemme 3.2.2 Pour f £ S(fl'_i) on a les relations suivantes : 
1. Si a est une involution de q telle que : 

o-(Hq) = — Hq et {x £ Qi\(x,2Ho,a(x)) est un sl2-triplet } 7^ alors : 

J gi f o a(x)\F(x)\~ N dx = J i f(y)\F*(y)\- N dy. 

2- fo/o^ /(gxo-^dg = ! GXQ ., f(y)\F*(y)\- N dy. 

3. f gi f o *(x)\F(x)\- N dx = f i f(y)\F*(y)\- N dy. 
Démonstration: 1) Soit xq tel que (xq, 2Hq, a(xo)) soit un s^-triplet alors : 
f foa{x)\F{x)\' N dx=f fo(a6 Xi) )(8 X0 (x))\F(x)\- N dx=[ f(a9 Xo (y))\F*(y)\- N dy, 

J 01 J Si -'0-1 

par le lemme précédent, d'où le résultat par changement de variable car o~9 Xo est une involution 
de g_i puisque a et 9 X0 commutent. 

2) Soit : 

A = f{gx Q l )dg=j f(g9 xo (x ))dg = f o 9 xo (e xo (g)x )dg , 

Jg/g _i Jg/Gx Jg/g xo 

Xq 

Comme @ XQ est un automorphisme intérieur de G et que G est unimodulaire, on a : 

A= f f ° 6 Xo (gx )dg = f l Gx -i(9 Xo (x))f o 9 Xo (x)\F(x)\- N dx par (JV2) 
Jg/Gx Jgi ' 

^4 = / f {y)\F* {y)\~ N dy par le lemme précédent. 

Jg.x- 1 
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3) Soit {xi, ...,x m } un ensemble de représentants des orbites de G dans q[ et soit : 
B= fo *{x)\F{x)\- N dx = J2 f° *(x)\F{x)\- N dx = / /GrV)<& 

J Si j = i JG.Xi i=1 JG/G Xi 

donc par le changement de variable : g — ► g -1 et en appliquant le résultat précédent, on 
obtient : 



m 

B 



I IL n llVn n 

£ / f{ 9 xr l )dg = Y, f(y)\F*(y)\' N dy = / /( y )|F*( y )|-^.D 



3.3 Normalisation des invariants relatifs fondamentaux 

On rappelle les différents préhomogènes qui interviennent : 

1. (-Pt)fli) avec les invariants relatifs fondamentaux Fi,...,F p et le préhomogène dual : 
(Pi, 0_i) pour lequel les invariants relatifs fondamentaux sont donnés par F^,...,F* 
(P t = P(H 1 ,...,H p )), 

2. (Pt _ )0i) avec les invariants relatifs fondamentaux P\,...,P p et le préhomogène dual : 
(Pt~,Q-i) pour lequel les invariants relatifs fondamentaux sont donnés par P*,...,P* 
(PC =P(H p ,...,H 1 )). 

On normalise tous les invariants associés à l'action du parabolique opposé à partir des inva- 
riants associés à Pf 

De manière précise, étant donné F\, F p , on choisira P±, Pk, normalisés de façon que pour 
k = 1, ...,p, x G E2(hk) fl 0i, y G Eo(hk) H 0i qui commutent on ait : 

( F p (x + y) )^ = F fc (x)P p _ fc (y) (RI) 

avec m& = 1 à l'exception des F-formes de (E-?,aQ) et du cas classique (C n ,ak) avec le para- 
bolique Pq pour lesquels rrik = \ (cf.lemme 1.4.7). 

Ceci détermine la normalisation des invariants relatifs fondamentaux attachés au préhomogène 
"dual" en posant pour z G 0_i, pour h = l,—,p — 1 et pour x G E' (h p -k) H g_i (resp.y G 
E'_ 2 (h p - k ) ng_i) : 

f * w = HFî) • F * w = ï«^) (resp - ^f») = ^=î) ) (M), 

qui correspond simplement à la normalisation (NI) pour chaque préhomogène (it + (fc)o,H + (A:)i) 
avec son "dual" et pour chaque préhomogène (il~(fe)o,H _ (fe)i) avec son "dual". 

On aura donc également les relations : 

(F;(x + y))^ = F* k (x)P;_ k (y) (R3) 
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lorsque x et y commutent. 



Réciproquement, la donnée de Fi,...,F*, définit également tous les autres invariants relatifs 
fondamentaux à partir des relations imposées (R3) et R(2) qui impliqueront la relation (RI). 

Une façon d'obtenir cette normalisation consiste à choisir un élément Xq = J2i<i< p Xi G Wt, 
puis de normaliser tous les polynômes en posant : 

k = 1, ...,p : F k (X ) = FZ($(Xo)) = 1 , k = 1, ...,p - 1 : P k (X ) = P£{*(X )) = 1. 

Dans le cas complexe on fixe un système de Chevalley {X a ) a& /\ alors = 0r <8>r C, 
0R = X]«gA ^h a © Qg A (RX a ©MX_ a ) étant l'algèbre simple réelle construite avec le système 
de Chevalley précédent. 

On choisira toujours les invariants relatifs fondamentaux, F\,...,F p , réels sur 0r, ce qui est 
toujours possible puisque ceux-ci sont les extensions à gi des invariants relatifs fondamentaux 
des préhomogènes irréductibles (ii + (k)o,il + (k)i) et que ces préhomogènes sont définis sur E 
puisque h k G 0r pour k = 1, ...,p (lemme 1.1 p. 135 de |Sa-Sh| ). 
Ainsi Wi, K = {x G W t \ F k {x) G R* pour k = 1, ...,p} / 0. 

Soit x la conjugaison sur g associée à 0r, on a alors pour x G gi et y G g_i, F k (x) = F k (x) et 
F k (V) = F k(v) P° ur k = ->P- 

3.4 Le cas archimédien 

Dans les cas réels et complexes et pour k = 1, ...,p, on définit les opérateurs différentiels usuels 
(cf. par exemple |Sa-Sh| . |Fa-Koj ) : 

1. F k (d) est l'opérateur différentiel à coefficients constants défini sur g_i par Fj-(d)e B ^ x ' y ' = 
F k (x)e S( - x ^ et F*(d) celui défini sur Ql par F*(d)e ë( ^ x ^ = F*(y)e ë( - X ' y \ avec x G gi et 
2/ G 0-i. 

2. Lorsque F = C, F k (d) est l'opérateur différentiel à coefficients constants défini sur 
0_i par F k (d)e ë ^ = F k (x)e ë( - X ^ et F^(d) celui défini sur gi par F^(d)e ë ^ = 
F*(y)e B(x ' y \ avec x G 0i et y G Q-i- 

Notons ai, ...a^ les racines de Ai et F(£i<<<tfdp x;A% ) = En=(n 1 ,...,n iVdp ) a « IIi<i<jvd p ^ 
l'expression de dans un système de Chevalley de g alors : 

d 

F k{d) = J2n=(n 1 ,...,n Ndp ) a n]Jl<i<Nd p C i t Y[l<i<Ndp('Q^) ni et 
Fk(9) = J2n=( ni ,...,n Ndp ) a nYll<i<Nd p C i' Tll<i<Nd p (q^ 1 ^ ' 

Ci étant le nombre réel q = B{X ai , X_ ai ), en prenant la base duale dans g_i relativement 
à B. 

i désignant la représentation régulière gauche de Pi sur C°°(g±i) : \/p G Pt l{p)f){x) = 
/(p _1 x), on a pour k = 1, : 

VpGP t : l(p)°F k (d)= X k(p)- 1 F k (d)o£(p) et £(p) o F fe *(d) = xKpY^m ° *(p) (*). 
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On rappelle également leur action sur la transformation de Fourier 



Lemme 3.4.1 1.- Soit f £ S(q±), pour m > et k = 1, on a : 

2.- Lorsque F = C on a également : 

?(m m .f) = (2m)- md *F k {d) m (3f) , n Fm m î ) = (-2*7^-* (ïfr^/- 

d k étant le degré de F k et d' p _ k celui de F k . 



Soit 8 = (8 U .... s p ) G C* on pose F* = U 1<l<p i?< , F* s = n i<î<p F* s % \F\* = U 1<t<p \Fi\$ 
et \F*\ s = Ui<i< P \F*\F Si . 

uj-i est le caractère signe défini sur M* par uj-±(x) = -^,x £ M*. 



Lemme 3.4.2 1.- Pour k = 1, ...,p il existe des polynômes b k et b* k G M[s] tels que 

F k (3)F* s = b k (s)F* s -^ +1 ^- k et F k *(8)F s = 6*( S )F S - 1 " +1 '>-* , 

à l'exception des formes réelles de (Ej,a^) et du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq 
pour lesquels p = 2 et les relations pour k = 1 deviennent : 

Fi(d)F* s = 6i(s)F 1 * sl+1 F 2 * S2 ~ 2 ei F?(d)F s = bl(s)F^ 1+1 F^- 2 . 

2.- Lorsque F = C on a également pour k = 1, ...,p : 

F fe (9)^ s = b k {s)F TS ~ lp+lp - k et F fc *(d)F = b* k (s)F s ~ lp+lp - k , 

F fc (d)F fc (ô)|FT = & fe (s) 2 |F*r lp+Vfc ^ F fc *(0)i£(â)|*T = b^Vr 1 ** 1 *-*, 

à l'exception des formes réelles de (Ef,ae) et du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq 
pour lesquels p = 2 et les relations pour k = 1 deviennent : 

FxÇB)^ 8 = 6i(s)J\* sl+1 ^* S2 " 2 et Fl{d)T = b\{s)F\ sl+1 T 2 S2 ~ 2 , 

F 1 (d)F 1 (d)\F*\ s = 6i(5) 2 |Fi| c Ml+1 |F 2 | c * a2 - 2 Érf ^(0)^(0)1^1* = bî^lFilc'^l^lc' 2 " 2 . 
5.- Lorsque F = M on a également pour k = 1, ...,p : 

F k (d)\F*\ s = b k (s)uj^(F;.F;_ k )\Fr- lp+lp - k et = b* k (s)u;^(F p .F p _ k )\F\ s -^ +1 ^ , 

à l'exception des formes réelles de (E-j,ao) et du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq 
pour lesquels p = 2 et les relations pour k = 1 deviennent : 

Fu[d)\F*\ s = h&co-uiFïïlFilR^lF^- 2 et F*(Ô)\F\ S = bl(s)(j-i(Fi)\Fi\tL Sl+1 \F 2 \R 2 ~ 2 . 

(Il désignant l'élément de N p dont toutes les composantes sont nulles à l'exception de la l-ième 
qui vaut 1 et 1q ayant toutes les composantes nulles). 
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Démonstration: 1. Donnons-la dans le cas général pour la première égalité. Par la relation 
(*) et le lemme 1.4.7, F k (d)F* s et F* s ~ 1 p +1 p- k sont relativement invariants par i de même 
caractère donc pour s G W ils sont proportionnels d'après la proposition 1.4.5, ainsi il existe 
f k : ZP -> C telle que Vs G V on ait : F k (d)F* s = f k (s)F* s ~ l p +1 p- k . Soit D le domaine 

(F k (d)F* s )(x) 

de définition de F* s : pour x G D et s G C p posons b kx (s) = t—t-, -— , alors b k x G 

C°°(Œ))[s] et vérifie Vn G V : b k:X (n) = f k (n) donc &fc jX est indépendant de x, et à coefficients 
réels puisque F k et sont à coefficients réels pour k = 1, 

2 et 3. découlent de 1. □ 



Remarque 3.4.3 Les polynômes b k et k = l,...,p, ne dépendent pas de la normalisation 
de Fi,...,F p mais dépendent de B (qui les définit à un facteur multiplicatif près). 
On a b k (s±, Sp-i, 0) = puisque F k (d)F* s est un polynôme pour s G N p . 

Pour s G C on note b g (s) = b p (0, s) le polynôme de Bernstein obtenu à partir de de l'action 
de F p {&) sur F p * s c'est à dire celui associé au préhomogène : (G, Q±) (et appelé usuel) et pour 
s G C p soit b 0t p t (s) = bp(s±, s p ) le polynôme de Bernstein obtenu à partir de l'action de 
F p (d) sur Y\i<i< p Fi* St dans le préhomogène (P t ,fli). 

Dans le but de montrer que les polynômes b Sj p t sont des produits de polynômes de Bernstein 
usuels associés à certains préhomogènes (provenant de centralisateurs d'algèbres de type sfo), 
on relie les polynômes b k à certains polynômes de type "& fl ,p t " dans la proposition qui suit. 
Pour ceci on introduit les notations suivantes : 

Soient : 

1. X = Y,i<i< P x i G W t , X' = Y.i<i<k x i la projection de X suril+(£;)i = E 2 (h k )f]Qi et 
x = ^k+i<i<p X i la projection de X sur il~(p- k)\ = E (h k )C\Qi, avec 1 < k < p— 1, 

2. Y' la projection de Xq 1 sur il + (fc)_i = E^{h k ) fl g_i et y la projection de X^ 1 sur 
iT(p- fc)_i = fî (Mng_i, 

3. s' fc l'algèbre engendrée par X' et y' et s p _fc l'algèbre engendrée par X et y, 

4. H = il(s p _ fc ) C ii+(fc) et il' = il(s' fc ) C il - (p — k). 

5 . Afc = B(h k ,h k ) et 5fc = B(2H -h k ,2H -h k ) alorg = ^~ et = 

F>u{h k , h k ) Bix(2H — h k ,2H — h k ) 

BkByi lorsque il et il' sont absolument irréductibles ce qui est toujours vérifié lorsqu'on 
suppose que dans le cas orthogonal (flo>0i) on a ia condition 3fc < 2n — 2 pour le type 
(A, A ) = (Ai, a k ) et 3k < 2n - 1 pour le type (A, A ) = (B n , a k ). 

On note le lieu "non singulier" des préhomogènes associés à l'action de sous-groupes parabo- 
liques par " par exemple 51" = fli — Sp t et 0_i" = g_i — S*p t . 

Alors on a : 

Proposition 3.4.4 

b k ( Sl ,...,s p ) = ^~ dfe .6 lti p (//li ... iHfc) (sp„ fc+1 ,...,s p ) 
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—d' 

^p-fe( s i) — > s p) = B k fc -^ii' i p(H fe+1 ,...,H p )(' s fc+i î s p ) 

à l'exception des M.— formes du cas exceptionnel (Ej,aQ) et du cas classique (C n ,a k ) avec le 
parabolique Pq pour lesquels les relations deviennent : 

b 1 (s 1 ,s 2 ) = AY dl b u (s2)bu(s2 - 1) , K(s u s 2 ) = 0»2)&U'(*2 - 1), 

en ajoutant dans le cas orthogonal la condition : 3k < 2n — 2 pour le type (A, Ao) = (D n ,at k ) 
et 3k < 2n — 1 pour le type (A, Ào) = (B n , a k ). 

Démonstration: On adapte une démonstration faite dans le cas commutatif (cf.lemme 5.6 
dans |R-S| ) : soit V l'espace affine suivant : 

V = Y+H + (fc)_i = Y + E_ 2 (h k )n Q - 1 (Y= X î^ 

k+l<i<p 

pour / G e°°(fl_i"), on définit R f G e°°(it+(A;)_i") par R f = f(Y + .), il est facile de vérifier 
que : 

(F k (d)f)/v = (F k / E2{hh)ngi )(d)(R f ) 

La dérivation étant définie relativement à la restriction de B &il + (k); ainsi il suffit de calculer 

F* s / V . 

Or 

V = Y + it_x + [Y, E_ 2 (h k ) n g ] = exp(ad(E„ 2 (h k ) n g )(Y + U_i) C N t (V) 

avec V' = Y + donc F* s /v = F* s /v' d'où, par orthogonalité des différents sous-espaces 
relativement h B, on a 

(F k / E2{hk)nsi )(d)(F* s / v ) = (F k / Ul )(d)(F* s / v ,), 
La dérivation étant définie relativement à la restriction de B à il. 

En dehors des formes réelles du cas exceptionnel (Ej,oq) et du cas classique (C n ,a k ) avec le 
parabolique Pq, les invariants relatifs fondamentaux du préhomogène (P(H\, H k ),Ui) sont 
donnés pour i = 1, k par la restriction de Fi à ili, que l'on note Gi. 
Comme on a pour u G E 2 (hj) Dili et v G Eo(hj) Hili qui commutent (lemme 1.4.7) : 

F p (X + u + v) = F k {u + v)P p ^ k (X) = F j {u)P p ^(X + v) (X = £ X,), 

on en déduit tous les invariants relatifs normalisés ce qui donne pour j = 1, k — 1: 
?t^) = P v~/ X + v) d'où G* = 5±±^±llp urj = l,...,fc donc 

p ur y GiUonaF,(y + y )= J (Y) pour j = P - k + 1, P . 



i<p ■ 



Ainsi il existe une constante C (explicite ) telle que : rii<î<p F* Si (Y+y) = C ni<j<fc G* Sp k+l (y) 
d'où le résultat en tenant compte du fait que F k (d)f)/il = A k ~ dk G k {d)f. 
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Pour les 2 cas restants on a p = 2 et on prend commes invariants relatifs fondamentaux 
G = F 2 (X + . ) donc G* = F*{Y + . ) d'où 

(F* S1 F* S2 ){Y + .) = F* S1 (Y)G* S2 , Fi = = Ff(Y)G 2 donc 

-Pi (A) 

(F 1 / ill )(d)=A^FÏ(Y)G(d) 2 . 
La démonstration est analogue pour b*_ k . □ 



3.5 Fonctions Zétas : définition et équations fonctionnelles abstraites 

Suivant F.Sato ( |Sa 3j ) et J.I.Igusa ( |Ig 5| , [ïg 12|), au préhomogène (Pt, Si) et à son "dual" 
sont associés des fonctions Zétas locales dont on rappelle la définition. 

On note f2(F* p ) le groupe des caractères continus de ¥* p c'est à dire que ir = (u, s) G Q(¥* p ) si 
7r = (7Ti, ...,7T P ), 7Ti, 7T p étant des caractères continus de F*, ils sont définis pour i = 1, ...,p 
par TTi(x) = u)i(x)\x\w Sl , Sj G C, un étant un caractère unitaire de {x G F | |x|f = 1} dans le cas 
archimédien et Ui étant un caractère unitaire de F* dans le cas p— adique, u> = (u>i, ...,cj p ) G ¥*p 
et s = (si, s p ) G C p . 

Pour x = (xi,...,x p ) G F* p on a n(x) = Wi<i< p ^i{xi), lû(x) = rii<i<p ^i(xi) et \x\ s = 

rii<i<p \ x t\w ■ 

On note 3î(7r) = ï?(s) = inf\<i< p ^k(si). 

Dans le cas réel (ou dans le cas p— adique), pour a G F* on note û a le caractère (d'ordre 2) de 
F* (trivial sur F* 2 ) défini par ù a {x) = (x,a) ((., .) symbole de Hilbert). 

Définition 3.5.1 Soit ir = (u, s) G S1(F* P ). Pour f G S(gi) et g G S(g_i), les fonctions Zétas 
locales des préhomogènes (Pt, 0i) et (Pt, g_i) sont définies pour toute orbite O de Pi dans g"i 
et toute orbite O* de Pt dans par : 

Zo(f;n) = Z (f;uJ,s) = / f(x)-K(F(x))dx , Zo*(g;n) = Zo*(g;u,s) = / g(y)ir(F*(y)) dy. 

JO JO* 

On pose 

Z(f;7r)=Z(f;u,s)= f f(x)ir(F(x))dx , Z*(g; vr) = Z*(g; u, s) = [ g(y)ir(F*(y))dy . 

J fli •'fl-i 

Lorsque F = M, on définit de même les fonctions Zétas associées aux orbites de (Pt)m dans 
et avec (Pt)]R = (Gt)R.iVt, (Gt)R éfani /a composante connexe réelle de Gt. 

Notons par * l'involution de J7(F* P ) et de C p définie par : 

7T* = (7T1, ...,7T p )* = (7T p __i, ...,7Ti, (7ri...7Tp) _1 ), 

s* = (si, ...,s p )* = (s p -i, ...,si, -(si + ... + S p ). 
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à l'exception des F-formes du cas exceptionnel (Ej,ae) et du cas classique (C n ,ak) avec le 
parabolique Pq pour lesquels les relations deviennent : 

(vri,vr 2 )* = (7Ti, (7r^7r 2 ) _1 ) , s* = (si,s 2 )* = (si,-(2s 1 +s 2 )). 

Théorème 3.5.2 Equationjonctionnelle abstraite 

Pour f G S(gi) et lu £ ¥*p les intégrales Zo(f;u:,s) et Zq» ùj, s) convergent pour 

Re(s) > 0, se prolongent en des fonctions méromorphes sur C p . 

De plus il existe des fonctions méromorphes ao*,o(u, ) et a* Q »(o>, ) telles que Von ait pour 
toute orbite O* de Pi (resp.{Pi)^) dans : 

Zo'^UY^ts) = ^2 ao*,o(u,s)Zo(f;u*,s* - Nlp) 

orbites o de p t dans g"i 

et pour toute orbite O de Pi (resp.(Pi)^) dans g"i : 

Zo(f;v,s)= Y, a^ *{u,s)Z* *{${f);u*,s*-Nl p ) ). 

orbites o* de P t dans g"_i 

f]\J _ dim(gi) \ 
degré de F ' 

Démonstration: Lorsque p = 1, on a simplement la fonction Zêta du préhomogène : 
(flO)fli) et les résultats sont dus à |Sa-Shj dans le cas archimédien et à J.I.Igusa |Ig 5| dans le 
cas p— adique. 

Lorsque p > 2 : 

1. Dans le cas p— adique, on applique le théorème kp de |Sa 3] et on utilise notamment le 
théorème 2.1.1. 

2. Dans le cas complexe, on procède comme dans §3 de [Bo-Ru lj ; on utilise notamment 
les lemmes 3.4.1 et 3.4.2 qui impliquent pour k = 1, ...,p : 

f E 5(gi) Z* o *($(F k f);L0,s) = (-2i^b k {s)Z* , (?(/); to, s - l p + l p _ fc ) 

avec l'aménagement convenable lorsque k = 1 pour les deux exceptions. 

3. Dans le cas réel, on procède comme dans le §5.2 de |Bo-Ru 2] soit avec le groupe Pi soit 
avec sa composante connexe, (-Pt)]R, et comme dans le cas complexe on utilise notamment 
les lemmes 3.4.1 et 3.4.2. 

On peut noter qu'il est inutile d'introduire le caractère û)_i lorsqu'on considère les fonc- 
tions zétas associées à (-Pt)iR- 

□ 

Les coefficients des équations fonctionnelles sont indépendants des normalisations. 

En effet soient F[ = a\F\, ...,Fp = a p F p , une autre famille d'invariants relatifs fondamentaux 
du préhomogène (Ptjfli)) on note les fonctions Zétas associées par Z' et Z'*, 5F' la transforma- 
tion de Fourier associée et les coefficients de l'équation fonctionnelle par a' , Q . 
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Pour u = (u±, ...jUp) G (F*/F* 2 ) p on définit les ouverts (éventuellement vides) : 

O u = {x G 0i | Fi(x)F* 2 = m , F 2 (x)F* 2 = Ul u 2 , F p (x)¥* 2 = Ul ...u p }, 
0* u = {xe 0-1 | F*(x)¥* 2 = u p , F 2 *(x)F* 2 = up-mp , ...,F;(x)¥* 2 = u p ... Ul }. 

Ainsi que les analogues pour les invariants F[,i = 1, ...,p, que l'on note 0' u et O'*. 

On définit également les fonctions Zétas associées, pour / G S(q\) (resp./i G S*(0_i)) : 
Z u {f;u) = Z(fl 0u ;uj) (iesp.Z*(h;u) = Z*(hl *;uj) ) . 
Z' u (f;u) = Z'(/l 0{i ;w) (resp.Z£(fc; W ) = Z'*(W ,*;u,) ) . 

Lemme 3.5.3 Soif vr G (F*)p a/ors : 

1. a' , j0 (ir) = a *,o(vr). 

On exclut les F— formes du cas exceptionnel {Ej,a%) ainsi que le cas classique (C n ,ak) 
avec le parabolique Pq. 

i) On suppose que pour tout u,v G (F*/F* 2 ) p il existe un coefficient d VtU (ir) tel que pour 
tout f G S(Qi) on ait l'équation fonctionnelle : 

2%(<F(f);ir) = E «vMZu(f-X\ \~ Nlp ) 

ue(¥*/¥* 2 )P 
alors on a l'équation fonctionnelle : 

z*(nf);7r)= e <v,«'W4(/;t*i i _a h 

uG(F*/F* 2 )p 

w = (wi,...,w p ) G F*/F* 2 ->«;' = (u^, iu^) G F*/F* 2 défini par = a;_iajiUj. 

ii) On suppose que pour tout tt G (F*)p existe un coefficient A(n) tel que pour tout 
f G 5"(0i) on ait l'équation fonctionnelle : 

Z*(nf);n)=A(n)Z(f;ir*\ \~ N1 *) 

alors on a les équations fonctionnelles : 

a) Zi*{?{f)-K)=A{K)Z>{f-K*\ |-^). 

b) Z>*(?'(f);ir) = E„ e( F-/F'»)p<«W^(/;T*l \~ Nlp ) av ™ 

a v,M = JÏ Yj ( Il (bi,u p v p ...Up-. i+l Vp- i+1 ) S J A(ir(û> bl ,...,û bp )). 

(bi,...,fe î ,)e(F*/F* 2 ) P 1 -' i - p 
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Démonstration: Soient 23 = (ej)i<j< m une base de 51 et 25* = (e*)i<j< m la base duale 
pour B alors pour Re(ir) > 

Z(f;ir) = X j /( E x i e ù II ^j{ F j( E x i e i ))dx 1 ...dxm 

' l<i<m l<i<P l<i<m 

avec A = \(det (9 X J 01 ) )%\*\F p (x )\ N . 

Soient 53' = (e^)i<j< m une autre base de gi et 03'* = (e'*)i<i< m la base duale pour B alors 
pour Re(ir) > 

Z'(/;t) = A' j J{ E *JeJ) ^(^( E ^)«---<*4 

^ l<i<m 1<J<P l<i<m 

avec A' = jopl^Kdet (6 Xq /qi) \^\F p (xo)\ N = \a p \ N \det(P)\\, P étant la matrice de passage 
de 03 à 23' donc par prolongement méromorphe : 

Z'(f;n) = \a p \ N H TTjiaj) Z(f;ir) , ^(/;tt) = \a p \ N ^(a,) Zo(/;tt) , 
i<j<p i<i<p 

Z' u (f;^) = \a P \ N n Kj(a>j) Zu'(f;n). 

l<j<p 

Pour / G ,S( i) et z G 0_i on a &(f){z) = \a p \ N 3{f)(z). 

Par le choix de la normalisation des invariants relatifs fondamentaux (cf.§3.3) on a pour 
j = 1, ...,£>, F'* = CjF* avec c,- = p 3 , donc par la normalisation des mesures du §3.2 on a 

pour g G 5(g_i) : 

Z'*(g;Tr) = \a p \~ N Y[ Kjicj) Z*(g;ir) , Z'o*(g;ir) = \a p \~ N Y[ ^j{ c i) z o*(9\n) , 
i<i<p i<i<p 

Z-(< 7 ;vr) = |o p |- Ar J] njicj) Z* u ,(g;ir), 
i<i<p 

d'où le résultat de 1. et 2 i),ii)a). 

Pour 2)ii),b) soit / le cardinal de (F*/F* 2 ). 

Pour v G (F*/F* 2 ) p , h G S(g_i) et Re(-ir) > on a : 

z v( h \ 7r ) = Jp- E ( II (bi,v p ...vp- i+1 )\ Z*(h;ir.(û bl ,...,û bp )) . 

Par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractère n donc, en appli- 
quant l'équation fonctionnelle abstraite à Z*{3{f); ir.{û bl , û bp )), on obtient : 

z' v *(?(f)^)= E <MK(f;^\ r Nlp ) 

«e(F*/F* 2 )p 



avec 



a v,M = JÏ 12 (bi,u p v p ..M p - i+1 v p - i+1 )^ A(n(û bl ,...,û bp )). □ 

(fe 1 ,...,6 p )6(F*/F* 2 ) î ' 
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Remarque 3.5.4 

1. Plus généralement, soit q' une algèbre de Lie isomorphe à g, notons T l'isomorphisme de g 
sur g', considérons le préhomogène (P(H[, H p ),Q'^) avec H[ = T{Hi) pour i = 1, 

et B s (Hq, Hq) = B i(Hq, Hq), alors pour toute orbite O de P(H\, H p ) dans g"i et 
toute orbite O* de P{H\, ...,H p ) dans g"_i on a : 

« s ' - a s 

u T(0*),T(0) ~ u O*,0- 

2. Lorsque p > 2, et en excluant les 2 exceptions du lemme 3.5.7, l'équation fonctionnelle 
admet une écriture plus simple en utilisant les conventions usuelles (cf. |Fa-Ko| . [Cl] . 
[H 1] ) que l'on rappelle. 

On définit pour 7r = (tti, ...,7T p ) G f2(F* p ), z(7r) = (7r p , ...,iri) et 7r = (vrivr^ -1 , -^p-ivr^ 1 , ir p ) 
ainsi que l'analogue sur C p : 

pour s = (si, ...,s p ) s = (si- s 2 ,...,s p -i- Sp,s p ) , i(s) = (s p , si), 

alors (Âr)* = î(-7t) , (S)* = — et l'équation fonctionnelle s'écrit simplement lorsqu'on 
pose : 

Z { ;vr) = Z ( ,7r) , Z*( ;7r) = Z*( ;7r) alors 

Z5,(J(/);vr) = Yl âo^Zoihi^T^ \- Nlp ) , 

orbites o de P t dans g"i 

Zo(f; tt) = ^ So.o.C^^C^C/);»^)- 1 ! r m *) 

orbites o* de P t dans g"_i 
avec âo*,o(^) = ao*,o(^) et â^o^ 71 ") = o^o*^)- 

De plus, par le choix de la normalisation des invariants relatifs fondamentaux, on a la 
formule habituelle : 

VxE 5 "i tt(F*)(x^ 1 ) = Utt)^ 1 (F)(x). 
Dans le cas archimédien, pour s = (si, s p ) G C p on pose comme dans |Fa-Ko] : 

F s = F~ s = F^...F;rr Sp -tf P , (F*)s = (F*) s alors F^x" 1 ) = F_ i(fl) (x) 

et pour m = (mi,...,m p ) G N p tel que m\ > ra2 > ... > m p > = m p+ i soient 
F m (d) = {F l {d)) mi - m \..{F p {d)) m v et F^(d) = (F^(d)) mi - m2 ...(F*(d)) m P, alors on a 
les relations habituelles : 

F* (d)F s = B m (s)F s _ l(m) et F m (d)F s * = B* m (s)F* s _ l{m) 

m k — l 

avec B m (s) = [ J [ 6 fc (si, s p - j) ] et b k (s) = b k (s), 

{k=l,...,p\m k >m k+1 } j=m k+1 
m k — l 

avec B^(s) = \\ [ \\ b* k (si, s p - j) } et b* k (s) = b* k (s) 

{k=l,...,p\m k >m k+1 } j=m k+1 

par application du lemme 3.4.2 et de la proposition 3.4.4. 
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3.6 Deux exemples fondamentaux 

Le calcul des coefficients apparaissant dans l'équation vérifiée par les fonctions Zétas as- 
sociées aux préhomogènes (Pt, 0i) (ou bien (G, 0i)) se fera par descente en se ramenant à des 
préhomogènes de dimensions plus petites dont les invariants relatifs fondamentaux ont des 
degrés plus petits. 

Dans ce paragraphe on rappelle 2 exemples utilisés ultérieurement, ils correspondent aux cas 
où l'invariant relatif fondamental de (G, 0i) est de degré 1 ou 2. 

On rappelle également que pour la fonction Zêta de (G, 0i) (resp.(G, g_i) avec un seul inva- 
riant relatif fondamental F (resp. F*) on a simplement lorsque : 

weFetseC, u£ F* /F* 2 , f G S( Bl ) et g £ S(g_i) : 

Z u (f;uj,s) = Z(fl{ xesi \ F ( x ) ¥ *2 =u ;oj, s) 

Z ui9',U,s) = 2'(5 , l{!r6g-il|F*(x)F*2 =u };W, S 

\F*/F* 2 \ = cardinal de F*/F* 2 . 

3.6.1 0i est de dimension 1 

C'est l'exemple le plus simple de préhomogène : celui associé à l'action de Gli(F) sur F, 
c'est à dire au cas où g est une algèbre déployée de rang 1 : 

= Fx a e Fh a e Fx^ a 

(X a ,h a ,X- a ) étant un s^-triplet, alors Hq = \h a et, ainsi qui'il est dit dans le §3.1, la 
normalisation choisie est : 

B s (X a ,X_ a ) = 1(= -2É B {H Q ,H Q )) afin queV(x,y) G FxFon ait T(B s (xX a , yX^ a )) = r(xy). 
On rappelle que la mesure de Haar choisie sur F est autoduale pour CF. 

Théorème 3.6.1 (Tate JT^ p. 319) Soit f G S(F), Z(f;uj,s) = f ¥ f (x)uj{x)\x\ s dx admet un 
prolongement méromorphe à C et satisfait à l'équation fonctionnelle : 

Z{1{f)-u : s) = u(-l)p(u,s + l)Z(f;oj-\-s - 1). 

On rappelle que les coefficients p, plus précisément l)p{to, s) = uj(—l)p{uj\ \ s ) (appelés 
également T^(uj\ \ s ) (cf. [Sa 3| ) ou b UJ (s) (cf. |Ig 3| ) ou T(lo\ \ s ) dans le cas p-adique (cf. |Sa-Ta| ) 
sont donnés par : 



-- 2j Yj û a {u)Z(f;û a .u>,s) , 



|F*/F : 



a€F*/F* 



|F*/F 



—-^y ù a (u)Z*(g;ù a .uJ,s) , 



aPF*/F* 
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1. Dans le cas complexe : pour m G Z soit ui m {t) = ( f ) m , on a : 

V l*lc 



ûj m {-l)p{ûj m ,s) =ïH r (2tt) 



l-2s 



r(i- s + H») 



2. Dans le cas réel on a 



^ l 2 J 



^i(-l)P^i^) =^" S+I ^T_^|) =2i(27r)-r( S )sin(f ) , 
ce que l'on peut écrire en utilisant la convention yî = 1 et \/— 1 = i : 

ûa(-l)p(û a) s) = 2.{2ir)~ s T(s)^J=ï) cos(^( S + a;a( ~^ ) ~ 1 )). 

3. Lorsque F est un corps *}3-adique de caractéristique résiduelle q, on a 

p(ûl,s) = q v{s ^ ) l ~_ q _ s et p(uj,s) = qHs-^c^miwXs-im gi u egt un caractère de 

D* = {x G F | |x|f = 1} ramifié de degré m(uj) > 1, prolongé sur F* en posant u)(n) = 1; 
est une somme de Gauss (C^-i.C^ = w(— 1)). 



Définition 3.6.2 i. On pose s) := w(— l)p(u>, s). 
2. Pour x G F* /F* 2 , on définit : : 

p(uj,s;x) =p(u\ \ s ;x) := — — ^—^ ^ (x, y)^^ | s ). 

î/GF*/(F*) 2 

Dans les notations de F.Sato ( |Sa 3j ) on a : p'(uJ, s) = Tf(uj, s) et p(u>, s; x) = u(—l)T^(u, s; —x). 

Pour b et x G F*/F* 2 , on a p(uûb, s; x) = ûjb(x) p(u , s; x) et ^2 xeF *^ ¥ *2(x,S)p(u>,s;xb) = 
p(uû s ,s)(b,ô). 

Dans le cas ty— adique, on a : p(u>, s;x) = q m ^( s ~ ^p(cu, \;x) lorsque m(uj) > 1. 
Alors du théorème précédent on déduit que : 

Corollaire 3.6.3 Pour v G F* /F* 2 et f G S (F), Z v (f;uj,s) admet un prolongement méro- 
morphe à C et satisfait aux équations fonctionnelles : 

Z v (3(f);uj,s) = ^2 u(-l)p(u,s + l;-uv)Z u (f;u~ 1 ,-s - 1), 

■uGF*/F* 2 
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Z v (f;u,s)= ^2 p{u,s + l]uv)Z u (3(f);u] 1 ,-s-l). 

u€F*/F* 2 

Pour v,w G F*/F* 2 , on a l'égalité : 



p(u, s + 1; u)p{oj 1 ,—s;—uvw) 

«eF*/F* 2 



1) si v = w 
sinon. 



3.6.2 L'invariant relatif fondamental est une forme quadratique 

La fonction Zêta associée à une forme quadratique non dégénérée a été étudiée par Rallis et 
Schiffmann |Ra-Sc| ) ; ils ont, entre autre, établi les équations fonctionnelles. On redonne celles 
associées à notre situation. 

Rappelons que, suivant A.Weil, à un caractère quadratique, ro0, <p étant une forme quadratique 
non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension m, on associe un nombre complexe 
7(r o 0), de module 1. Avec le choix de r on a : 

1. F = C : 7(to0) = 1, 

2. F = R : 7(r o <f)) = é^ p ~ q \ (p,q) étant la signature de 4>, 

3. F ^-adique : j(t o 0) = a(l) m ~ 1 a(D)h, D et h étant respectivement le discriminant et 
l'invariant de Hasse de 4>. 

On peut noter que la formule 7<Y ° 4>) = a(l) m ~ 1 a(D)h, est vérifiée également sur C et 
sur R. 



Pour t G F*, l'application 7 r0 ^(t) = 7<r o (t<p)) définit une application de F*/F* 2 dans C*. 

On note a l'application associée à <ft(x) = x 2 , x G F, et at = , /y^i a (b){t, b) pour 

' ' ' feeF*/(F*) 2 

t e F7(F*) 2 . 
On rappelle que : 

a(l)a(xy) = a(x)a(y)(x,y) x,y£F*/F* 2 f |Ra-Scp . 

et on regroupe par commodité dans le lemme suivant quelques résultats élémentaires utilisés 
partiellement pour simplifier les coefficients de certaines équations fonctionnelles. 

Lemme 3.6.4 A ) Pour ir G F* on pose : 

h(n) -.= ^2 «^M 71- ;*) ( res P- K s ) = K\ \ s ) > s e C ) 

teF*/(F*) 2 

a/ors pour u,c,ô G F*/ (F*) 2 on a : 

^2 a t (t, u)p(irû t ) = ^2 a(bu)p(n;b) = ^-h(nû u ), 

f€ F*/(F*) 2 6eF*/(F*) 2 ^ ' 
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V a(bu)(b,ô)p(ir;bc) = {c,ô)^^-h(irùJ ucS ) . 

6eF*/(F*) 2 v ' 

B) Pour a G {0, 1}, 7ri,7r 2 G F* ei u,v,S G F*/(F*) 2 on pose : 

< 1)Wa («,«,5) := ^ («M) a(t) a p^to) p(^ 2 ; tu)(= < 2 ,^>, u, S)) , 
teF*/(F*) 2 

K, S1 , S2 = K\ |.i )W | |- 2 (t*,«,<5) , Af 1>aa = Af^ |. 2 («,«,*). 
On a /es égalités suivantes pour b G F*/(F*) 2 : 

1) K^ b ,^ b (u,v,ô) = (b,uv)A^ 2 {u,v,8) , 

2) A^ 2 (bu,bv,S) =(b,6)A° 1:n2 (u,v,6) , 

3) a(b5)Ai ijn2 (u,v,bô) =a(ô)Al 1>7V2 {bu,bv,ô) , 

4 ) E ue FVF* 2 ^( u )^°i,7r 2 (^^) = K^M^i^feM^ab) , 

5 ) EueF'/F^&M^i.ira = {v,8b)-^p{TTiLû b )h{Tt2Û5bv) 

6) = ^'^^m |F*/nF*) 2 l S ( ft .™)p(îiH)%2%j) 

w I /v / I fe6F */F* 2 



Démonstration: A) On utilise les définitions : 

A = EteF*/(F*) 2 a t (t,u)p(irû t ) = E6eF*/(F*) 2 «(^^ = S c£ f*/(f«) 2 a(uc)p(7r; c) 

= ^ry E ce F*/(F*) 2 a(c)(n,c)p(vr;c) = ^ a(c)p(vrw u ; c) = S^h(irû u ). 

^ ' ceF*/(F*) 2 

B = E&gF*/(F*) 2 a(6u)(&,<5)p(T;&c) = E be F*/(F*) 2 a(&cn)(6c,5)p(7r;6) 

= ~7ll"( u ' 5 ) XI a(bcuô)p(ir;b) = ^^-(u,6)h(TrÔJ uc5 ) = (c,ô)^j^-h(TrÔJ ucS ) . 
a(o) a(d) ail) 

V > 6eF*/(F*) 2 w J 

B) 1)2)3) sont immédiats. 

Pour 4) et 5) on rempace A a par sa valeur d'où : 

S b (a)= Yl u b(u)Al li7V2 {u,v,ô) = p(ir 1 û b ) Yj (t,àb)a(t) a p(TT 2 ;tv) 

u€F*/F* 2 t 6 F*/F* 2 

= p(môj b )(v,ôb) Y a(t) a p(ir 2 ÙJsb;tv) = p(iriû b )(v,Sb) ^ a(v t) a pfaùsb] t) 

teF*/F* 2 tgF*/F* 2 
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or 

Y a(vt) a p(ir 2 ÙJsb;t) = < 

teF*/F* 2 



pfaùsb) si a = 



^(î) EteF*/F* 2 a(*)p(7T2W5t,fe;t) = ^jr^hfaûsvb) si a = 1. 



6) se déduit de 5) puisque -^j^p^S^l) est le coefficient de la fonction /( ) = A\ 1 ^ 2 ( , v, 6) 
dans la base {Co b , b € F*/(F*) 2 } des fonctions définies sur F*/(F*) 2 . □ 

Théorème 3.6.5 (Rallis-Schiffmann) On suppose que g est simple, que (go, g±) est 1 -irréductible, 
que 2Hq est 1-simple et que l'invariant relatif fondamental, F, est une forme quadratique de 
discriminant D. 

Soient N = C = B(H ,H ), 7 roF = J2 a e¥* /F* 2 Pa(F)û a et S = (-1)^D. 

1) f*Jf i J^} N =p(co,s + l) JW){a,-l) P (^ a ,s + N)Z(f-ù a u-\-s-N). 

u \y) IMf a€F*/F* 2 
2) Lorsque N est un entier, on a : 



Z*(3(f);u,s) , , , ... „ , ArW ,,. ,. 



= p(uj,s + 1) 7 (t o F) P (lo£o s ,s + N)Z(f; u ûs, —s — N). 



lo(C)- 2 \C\ ¥ 2s - n 

3) Lorsque N n'est pas un entier, on a : 

T^nX-s = ^l(ToF)p(u,s+l) Y, oc(8u)h(uù 5u \ \ s+N )Z u (f; u~\-s-N). 

4) Lorsque F = M et F est anisotrope, Z*(3'(f);s) = A^(s)Z(f;—s — N), avec 

A N (s) = -2\C\^ 2s ~ N (2t:)- 2s - n - 1 T(s + l)Y(s + N) sin(^s). 

5) Pour v G F(g 1 )*/¥* 2 on a : 

Z*(<J(f);u,s)=u(CT 2 \C\v N - 2s Y. ^(u,s)Z u (f; u^-s-N), 

«eF( i)*/F* 2 

Z v (f;u,s) =co(C) 2 \C\^ 2s Y a^(io,s)Z* u (nf); u -\-8-N) avec 

«eF( i)*/F* 2 

(F) 

a K V; ,i(u;,s) = J2t&/F*z lroF(t)p(uJ,s + 1; tv)p(u, s + N;tu) 

= *(-IY"i(toF)AZ +1 , s+n (v,u,ô) , «iv=|'^^; 

6) Pouru,v G F(gi)*/F* 2 on a : 

Y a ïï(^, s ) a ï2( w_1 . -s - iV) = <5 U ,„, 

E W,^ + i,>. «, *) = a(-l) 2û - 7 (r o F) 2 ^„. 

weF( Sl )*/¥* 2 
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Démonstration: 1) Elle consiste simplement à exprimer les résultats de |Ra-Scj dans nos 
notations. 

Soit E un espace vectoriel de dimension n, F une forme quadratique définie sur E non dégé- 
nérée, 

P(x, y) = F(x + y)- F(x) - F (y) , x, y G E 

la forme bilinéaire symétrique associée, induisant un isomorphisme linéaire entre E et E* défini 
par : 

feS(E) : f(x)= [ f(y)r(P(x,y))d F y , x£E , 
Je 

d F x étant la mesure de Haar de E autoduale correspondante : 

/ f{y)T{-l3{x,y))d F y = f{x), x G E . 
Je 

Si on pose pour u\ \ s caractère continu de F* : 

fe$(E) : Z' f (u,s) = J f(x)co(F(x))\F(x)\ s -^d F x 
on a le théorème 2.13 p. 521 de |Ra-Scj : 



Z' f (uj,s) = p(u,s - ^ + 1) ^2 f3 a {F)ù a (-l)p(ujÙj a ,s)Z'~(Ùj a uj 1 ,s + -). 



aeF*/F* 2 

Ici E = 0i, dx étant la mesure de Haar de gi normalisée par F au sens du §3.2 il existe une 
constante \x telle que d F x = pdx. 

Comme 2Hq est 1-simple, F est non dégénérée et on note ^ l'isomorphisme de gi dans g_i 
défini par 

x,yeQi B(x,^(y)) = P(x,y) , 
alors pour / G S(fli) et x G gi on a 

f(x) = v(?f)(V(x)) , f(x)=iM [ (3-f)(*(y))T(B(-x,*(y)))d F y. 



On reprend les notations et les résultats de la démonstration du lemme 3.2.1. 
Soit 03 une base de gi, *B* la base duale dans g_i pour B, comme : 

/ g(ty(x))d F x = p\ 2 \det(^)\^ 1 / g(y)dy avec dx = Xdrgx, 
J si J S-i 

on a : 

/ = ^detm^W) = P 2 \ 2 \det(n^f d'où p = 
et pour g G 5(g_i) on a f g i g{y)dy = p f gi g(^(x))d F x. 

Comme Vx G gi et g G G on a ^f(gx) = xis) 9-^( x )^ I e polynôme F* o \I/ est relativement 
invariant par G donc il existe une constante non nulle, notée a, telle que F* o $ = aF. Il 
est facile de vérifier que a est indépendant de la normalisation de F et par conséquent de la 
F-forme g considérée. 
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Soit x G g[, on a pour tout x G gi, ±F*(V(x)) = F(x) = F*(e xo (x)).F(x ) 2 par (3) du §3.2 
donc les 2 formes quadratiques F(xq) 2 .F* o 9 Xo et ^F* o ^ sont égales d'où elles ont même 
discriminant donc 

a- 2N det(y) 2 = det(e xo / Ql ) 2 F(x ) 4N or À = \det(9 XQ /si)\§\F(x )\^ d'où fi = |a| F 2 . 

Il reste à déterminer a. Comme est dans le centre de go (prop.1.1.10 |Ru 2j ). il est 

proportionnel à Hq lorsque Qx est un go module absolument simple. On vérifie que ceci est 
également vrai dans l'unique cas restant puisqu'on peut supposer que l'algèbre g est déployée 
et qui est, vu les hypothèses, de type (A n ,{ai,a n }) ( [Ru 2j propositions 3.3.7 et 3.3.8). 

Ainsi ^(x) = -^F(x)<ï>(x) pour x G g[ donc F*(^(x)) = -^F{x) et a = ^. 

On applique le théorème 2.13 de [Ra-Sc| en notant que pour / G S(g\), on a : 

Z*(?(f);u,s) =u;(C)- 2 \C\ ¥ 2s Z' f (u;,s + N) et Z' f (fj, s) =)|C|f N Z(f; u,s-N). 
2) De l'égalité : 

(\ a N 
a(t)a(-l)J ( [Ra^p , 

on déduit que : 



I si a / ô 

p a {F) = i lorsque a N = 

I 7(r o t ) si a = o, 



et pour a G F* : 



P a (F) = a(-l)7(r o F)— — ^— T ^ (y, aô)a(y) = a(-l)j(r o F)a aS pour a N = 1. 



Comme 7 (t o F) = 7roF (-l) =7(roF)(j,-l)( a (-l)p, on a : 
— — - fOsia^tf 

Pa(F) = < . lorsque a N = 

I 7(t o F)(o, —1) si a = o, 

d'où 2) et lorsque ajv = 1 : 

Â(FJ = a(-l) 7 (r o F)(a, -1) 1, £ (y,a<5)a(y) 

yëF*/(F*) 2 

d'où 3) en utilisant le A) du lemme 3.6.4. 
5) On a : 

= £ (o,ut;)(6,-ii) ÂC^Ô p(wû a | | s+ >(u;cD afc | 

' ' ' a,fce(F/F* 2 ) 2 

or = |^tW £ (M)7tof(*) donc ]3b(F) = £ (M)7tof(*) d'où la 

' ' ' tgF*/F* 2 ' ' ' teF*/F* 2 

1ère égalité et la seconde résulte de la relation (*) appliquée à la 1ère égalité. □ 
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Remarque 3.6.6 1) Lorsque F = E on a b s (s) = b* s (s) = s ( s + N — 1). 

En effet il suffit de considérer une base 25 = {e^, 1 < i < 2N} de gi dans laquelle 

\<i<2N l<i<2N 

dans la base de duale pour i?, et notée (e*)i<j<2iv, on aura : 

*( y, ^) = 2 d ' où F *( E ^0 = 4^2 E f 

l<i<2iV l<i<2iV l<i<27V 1<î<2JV * 

par le calcul précédent. □ 



2) Rappelons que le coefficient est indépendant de la normalisation de F c'est à dire que 
pour u et v éléments de F(gi)*/(F*) 2 et t G F* on a : af^ u = d£u- 

3) i) Dans le cas réel, on a pour x = ±1 : p(û±i, s;x) = ôj±i(x)(2Tr)~ s T(s)e~ lx ï s et pour 
M,u = ±l:m£N: 

A« liS2 (u, v, (-1)™) = 2.(2vr)-( Sl+S2 )r( Sl )r( S2 ) i m cos |(« lU + s 2 t; + m - |). 

ii) Dans le cas p— adique, lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, on note e 
un élément de D* — (D*) 2 , alors {f,e,7r,e7r} est un ensemble de représentants dans F* de 
F*/(F*) 2 . 

Soit Cq la constante définie par : 



C = t(x) Xo{x)\x\ *dx 

J\x\=q 

Xo étant l'unique caractère non trivial de £>* tel que m(xo) = 1, on a C 2 = (ir,—l) = (— ~) 
(symbole de Jacobi) et 

r(xo| | s ) = OxT * = Xo(-l)p(xo| H = (vr, -l)p(xo| H ( FCTI). 
Soient sq G C défini par | vr| s ° = (-7T, — f) et si G C défini par |7r| Sl = — f , on a : 

pfal \ s ) = p( X0 \ \ S+S0 ) = C q s - l i , p(û en \ \ s ) = p(û v \ \ s+s ^) = -C q s -ï , 

p{û e \ \ s ) = p{\ \ S+Sl ) = \ + + 9 q _ s et a(l) = a(e) = f , «(vr) = C = -a(evr) (prop.4-1 p.537 de [fiiSç]) 
d'où ai = a e = 5 et a w = —a e7T = ^Co(tt, — f). 
Pour s G C soit f(s) = q~^{q s — q~ s ), alors : 
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Lemme 3.6.7 F est un corps p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2 et r est 
d'ordre alors : 

A) Pour u G F*/F* 2 et s G C on a : 

1 

a(u)h(u u \\) = [{u,Tr)q 2 + - _ — ] _ 

B) Pour a G {0, 1} et u,v,ô G F*/F* 2 on a : 

2(l-g-^)(l-g-^)^ 1)S2 («, î ,,5) 

V pW2,e 3(ll .. c. l + ei â> e («) l + e 2 à e fo) 1 + q^ffl 
— ^si,s 2 2 ' 2 ' 2 

ei,e2,e3€{-l,l} 

î. P s 1 ^ 2 1 ' 1 (l,x,y) = (l-g- 1 ) 2 + â> ff (y)/(si - \)f{s 2 - \) + ù 7T (-xy)f(s l )f(s 2 ), 

2. P^k h \l,x,y) = -(1 - g- 1 ).^ - \)+^{y)f(si - 

3. P^il'-\l,x,y) = -C Q n (-y) .(f(s 1 )f(s 2 - \) + û 7r (x)f(s 2 )f(s 1 - ±)), 
l P^- 1 (l,x,y) = Coa-^j.f/^Rfxj + ^-j/)/^)), 

5. Pklsl'Hx, y, l) = (l - g" 1 ) 2 - (ûAx)f( Sl )f(s 2 - i) + - |)/(5 2 )) , 

6- ^sï^' -1 ' 1 ^^, 1) = /(si - \)f{s 2 - \) +û 77 (-xy)f(s 1 )f(s 2 ), 

7. P^'W.l) = (1 - q- 1 ).(û 7T (x)f(s 1 ) - f(s 2 - 

5. PJï^'Wl) = (1 - g- 1 ).^)/^) - /(si - i)). 

Démonstration: Elle résulte d'un simple calcul et des résultats de 3.6.4. □ 

Pour s £ C, posons f+(s) = g~â(g s + g~ s ) et 

A\ uS2 (x,y, 1) = 2(1 - g" 2si )(l - q~ 2s *)P(x, y), 

Le calcul explicite donne donc : 
1. Lorsque x,y G {1, e} : 



P(x,y) 



'(l-q 1 ) 2 -2g 2/ + (si + s 2 - \){ir,x) + (vr,x)(l + q 1 )f+(s 2 - s ± ) lorsque 

< 

, (1 - q' 1 ) 2 + (vr, y)(l - g~ 1 )/(s 2 - si) lorsque x^y. 
2. Lorsque x G {7r, e7r} et y G {1, e} : 

P(x, y) = (l- q' 1 ) ((vr, y)f(s 2 ) - f( Sl - ±)) . 
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3. Lorsque x G {1, e} et y G {ir, eir} : 



- 1 )( K i7T,x)f( Sl )-f(s 2 - 1 -) 



P{x,y) = (1 - q 
4. Lorsque x,y G {7r,e7r} : P(x,y) = 

-g-ï/+(a 2 -si) f 1+(ît, -xî/)J + f 1+(tt, -^g-M ?"* f (tt, -x^+^+ç-^+^è) 

Notons également que : 

Lemme 3.6.8 Dans le cas réel ou p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2 avec 
t d'ordre 0, on a : 

1. A 1 ^ g+ i (1, x, 1) = pcmr i / 1 ei 

A) . 1 (l,l,l) = |2|; 2a+ V(| | 2s ) = M<^l |>(û; u | | s +ï)p wueF*/F* 2 . 

g. h(w tt | | s ) = \2\~ 2s+ h u (-l)p(û u \ r s+ 5)p(| | 2s ) poî/r u G F* /F* 2 . 



Démonstration: 1) Résulte d'un simple calcul à l'aide de la formule explicite dans le 
cas réel (et on utilise la formule de duplication de Legendre) et dans le cas p-adique de 
caractéristique résiduelle différente de 2 (relation B)5, du lemme 3.6.7). 
On vérifie que la fonction définie par : 

x G F*/F* 2 f(x) = h(û x \ IXôfcl 

est constante, soit en effectuant le calcul directement, soit par la relation 5)B du lemme 3.6.4 
puisque 

— ^ ^(a)f(x) = A 1 s+1 _ s (a,l,l)=A 1 ss+ ^l,a,l)=Opoma^l 

1 ' 1 x£F*/F* 2 
donc f(x) = /(l). 

La dernière égalité s'obtient avec l'identité p(u) u \ | s+ 2 )p(û u \ \~ s+ ï) = ùj u {—\). □ 
Remarques : 

1) Au vu du lemme 3.6.8, il semble inutile d'introduire la fonction h(ir) (ici quotient de 
fonctions p de Tate) mais je ne sais pas si ce résultat subsiste en caractéristique résiduelle 
différente de 2 lorsque F est un corps p— adique. 

2) Par le 5) du théorème 3.6.5, les valeurs prises par , , 1) sont les les coefficients 

de l'équation fonctionnelle de la fonction Zêta associée à une forme quadratique isotrope de 
discriminant —1, cas traité dans |Da- Wrj . malheureusement nos résultats (B) du lemme 3.6.7) 
ne sont pas en accord avec les résultats de la proposition 2.5 de |Da- Wrj . 
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3.7 Application au cas archimédien 



L'équation fonctionnelle abstraite permet de déterminer le polynôme b 0t p t , et par consé- 
quent tous les polynômes b k ,k = 1, ...,p, par descente. 

O étant une orbite de P dans g"i et O* étant une orbite de Pi dans les opérateurs 

différentiels introduits au §3.4 permettent classiquement de déterminer la forme des coefficients 
o-o,o*- Ce coefficient est noté simplement a(tJ m ,s) dans le cas complexe puisque g"i (resp. 
est une seule orbite. 

Lemme 3.7.1 On suppose que p > 1. Vs G C p et k = 1, ...,p : 

1. Dans le cas complexe, soit a(s) = a(ùÔQ,s) : 

a(s) = (2my 2d *(b k (s)} 2 a{s-±- k l p + l p _ fe ) 

= (2nr)-H-* (b* k (s* - V, - (N - l)l p )) 2 a(s - l k ). 

2. Dans le cas réel : 

ao*,o(û±i;s) = (-2iTT)- dk b k (s)a *,o{ù±iù\ù 1 J:{ k ;s - + l p _ k ) 

= (2iTr)- d ' P -*b* k (s* - V fc -(N- l)l p )oo.,o(w±iwi fc 1 ; s - l k ). 

m k = 1 à l'exception du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq et des formes de (Ej,ae) 
pour lesquels ^-=2 (et k = 1). 

Démonstration: Pour établir ce résultat "classique," dans le cas réel on calcule de 2 
manières Z^»ÇS(F k f);u,s) et Z* * (^(F^(d)f); ujùj 1 ^, s - l k ). 

Pour ZQ*($(F k f);u;, s), on applique d'une part le théorème 3.5.2, d'autre part on applique 
d'abord le lemme 3.4.1 à $(F k f) puis une intégration par partie suivie du lemme 3.4.2 et pour 
finir à nouveau le théorème 3.5.2. 

Pour Zq* CS(F k (d)f); ujlo 1 ^, s — l k ), on applique d'une part le lemme 3.4.1 à d{F k (d)) puis 
le théorème 3.5.2, d'autre part on applique d'abord le théorème 3.5.2 puis une intégration par 
partie suivie du lemme 3.4.2. 

Dans le cas complexe, on procède de même avec Z*($(\F k \cf); s) et Z*($(Fj*(d)F k *(d)f); s — 
lk). ' □ 

En prenant k = p puis en appliquant à 2 reprises (avec s "convenable") le lemme 3.7.1, on en 
déduit : 



Lemme 3.7.2 1. Dans le cas complexe : 

Pour p > 1 on a : b p (s) 2 = b* p (s* - (N - l)l p ) 2 . 

Pour p > 2 et k = 1, ..,p - 1 on a : b p (s) 2 = b k (s) 2 b*_ k (s* - (N - l)l p ) 2 , 

à l'exception des formes de (Et, oq) et du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq 

pour lesquels on a : (b2(s)b 2 (s - 1 2 ) J = (&i(s)6*(s* - (N - 2)1 2 ) ) . 
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2. Dans le cas réel : 

Pour p > 1 on a : b p (s) = (-l) d b*(s* - (N - l)l p ). 

Pour p > 2 et k = 1, ..,p - 1 on a : b p (s) = 6 fe (s)(-l)< b*_ k (s* - (N - l)l p ), 

à l'exception des formes de (Ej,ae) et du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq 

pour lesquels on a : 62(5)62(5 — I2) = bi(s)b*(s* — (N — 2)1 2 ). 

Avec les notations de la proposition 3.4.4, on obtient : 

Proposition 3.7.3 On suppose que p > 2. Soient b = b s p^ Hl ^ Hp ^, P\ et P2 les sous-groupes 
paraboliques associés respectivement à H\,..,H k dans Aut(il) et à H k+ i, .., H p dans Aut(H'). 
On a : 

b(s!,...,s p ) = A~ dfc 5 fc c!fc 6 lti p 1 (sp_ fc+ i,...,Sp)6 lt / i p 2 (si,...,Sp_ fe _i, ^2 Si+r k ) 

p—k<i<p 



avec r k = m ^? m et pour i = 1, 2 : pi =dim(Ei(h k ) D gj), 



Pl+2p2 

'1. 

à l'exception du cas classique (C n ,a k ) avec le parabolique Pq et des formes de (Ej,^) pour 
lesquelles on a : 



2 

6(si, s 2 ) = ± C 4 . s 2 (s 2 + 3)(2si + s 2 + 4)(2si + s 2 + 7) avec C = 



B{Hq, Hq) 

Démonstration: 1) Dans le cas réel, on applique les lemmes 3.7.2 et 3.4.4. 

Soit Nm la constante associée au préhomogène (11^,11^), dans les notations du lemme 1.4.7 et 

avec cette démonstration on a : 

AT ÏPo,2+Pi ,P\ . dim(W)+p 2 . 1 r k r k 

^>T = ( H + 4 ] K = K + ™£' 

f\i f\i i\> n ixj lit ri. 

Lorsque d k + d' k = d p , la relation (3) de la démonstration du lemme 1.4.7 nous donne m' k = 1 
d'où le résultat. 

Sinon on est dans l'un des 2 cas cités dans la proposition et k = 1 avec m! x = ^, d\ = d[ = d 
et on a : 

6 2 (si, 82)62(81, s 2 - 1) = (^i-B 1 )^ 1 6 ii (s 2 )6i i (s 2 - l)M2ai + s 2 + 2r x - l)b ii! {2s l + s 2 + 2n). 

Dans le cas des formes réelles de (Et, a^), les invariants relatifs fondamentaux des préhomo- 
gènes (ilo,ili) et (Hq,^) sont des formes quadratiques et on applique la remarque 3.6.3 en 
notant que N = 4ri = 8. 

2) Dans le cas complexe, on applique le résultat du cas réel ((0r)o, (0e)i) avec le sous-groupe 
parabolique associé à H\, H p car les 2 préhomogènes ont les mêmes polynômes de Bernstein. 

□ 

Remarque 3.7.4 . 

1. On ne donne pas le résultat lorsque le préhomogène est de type (C n ,a k ) avec l'action 
du sous-groupe parabolique Pq car ce résultat ne sera pas utilisé ultérieurement ; lorsque 
l'algèbre est déployée, donc k est pair, b(s\,s 2 ) est proportionnel à : 



2 

1] ((*2 + 2j)(2si + s 2 + 2n - 2k - 1 - 2j)) . 



3=0 
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Dans le cas (E-j,a§), avec la normalisation C = 1, on établira que b{s\,S2) est unitaire 
(cf corollaire 8.1.5). 

2. A l'exception des cas indiqués dans la proposition 3.7.3, on a immédiatement par récur- 
rence l'existence, pour £ = 1, ...,p, de nombres rationnels positifs, Xij,j = 1, ...,d p -e+i — 
d p -£, avec do = 0, tels que b(s\, ...,s p ) soit proportionnel à : 



Si on note A| ■ ceux associés au préhomogène (Pt,Qi) alors on a la formule de récurrence 
suivante : 



b{s\, s p ) sera donné explicitement dans chaque cas lorsque le sous-groupe parabolique 
est maximal parmi les sous-groupes paraboliques très spéciaux. 





'£—p+k,j 
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4 Décomposition des mesures sur Qi et g_i et application 



Dans le cas archimédien, on a montré que le polynôme de Bernstein, 6 0) p t , associé au 
préhomogène (-Pt, 0±i) est un produit de 2 polynômes de Bernstein associés à 2 préhomogènes 
de rang plus petits (cf.prop.3.7.3). Il en est de même, sous une forme plus élaborée faisant 
intervenir les orbites, pour les coefficients de l'équation fonctionnelle vérifiée par la fonction 
Zêta (cf.§ 5). 

Pour obtenir ce type de résultat, on se propose de décomposer les mesures de Haar sur g±\ 
sous l'action du radical unipotent du sous-groupe parabolique associé à t k = ¥h k Q)¥Hq, avec 
l < k < p — 1, de donner la décomposition correspondante sur la transformation de Fourier 
ainsi que l'expression de la mesure relativement invariante par Gh k sur Wh k (cf.lemme 1.1.1). 

Ces résultats généralisent ceux obtenus antérieurement dans le cas commutatif ( |Mu 1| ) et 
utilisés dans |Bo-Ru 2] (th.4.28). 

4.1 Notations 

Pour i,j G Z soit Eij = Eij(h k ) = Ei(h k ) D Ej(2Hç, — h k ) et pi t j sa dimension, notée égale- 
ment pi lorsque i = j (pi := Pi,i). 

On note : E' 2 = {x G £2,0 I (x,h k ) se complète en un s/2-triplet 1-adapté } et E' Q2 = {x G 
£0,2 | (x,2Hq — h k ) se complète en un s^-triplet 1-adapté }. 

On rappelle que : 

W k := W hk = {x + y | x G E' 20 , y G E' 02 , [x, y] = 0} 

et on note : 

nfc := n tfc = £-1,1 £_ 2 ,2 , N k := N tk = exp(ad(n k )). 

Lorsque x + y G W k , soit 6 X := 9 X:hk (-l), 9 y := 0y : 2H o -h k (-1) et 9 x+y := 6 x+y> 2H {-t) alors 
x+y = x .9 y = 9y.6 x est une bijection de Eij sur E—i-j donnée par : 

0x/e- 1i± i = -ad(x)/ E _ h±1 , X / El±1 = -ad(x~ 1 )/ i?li±1 , 9 2 X / Eij = (-l)Md 

6x/e- 2 ,±2 = -^ad(x) 2 j '_b_2,±2 j 6x/e 2 ,±2 = ^^fc" 1 ) 2 / 'e 2 ,± 2 
avec des relations analogues pour 9 y . 

Définition 4.1.1 Pour x + y G W k , soit F x ^ y la restriction de B{9 x+y { ), ) à £-1,1 x £-1,1, 
Qx,y la forme quadratique associée, pour A,B G £-1,1 on a : 

F x , y (A,B) = Ê([x,[y-\A]},B) , Q x , y (A) = ^F x , y (A,A) = l -B{{ad{A) 2 {x),y- 1 ), 

et 7fe(x,y) la constante associée au caractère quadratique r o Q xy lorsque E\ \ / {0}, et 
lk( x : y) = 1 sinon. 

7fc( , ) est constante sur les orbites de Gh k dans Wh k - 
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Définition 4.1.2 V étant un sous-espace vectoriel de g et V* son dual dans 5 pour B, on 
note 3V (resp.Jy) la transformation de Fourier définie sur V par la la restriction de r o B 

(resp.T o B) à V x V* 

4.2 Mesures sur les sous espaces E it j et E-i-j pour 7^ (0,0) 

Lemme 4.2.1 Pour 7^ (0,0) il existe une unique mesure de Haar sur E^j et une unique 
mesure de Haar sur E-i-j, notées dx, telles que : 

1- $ E-i-j °&E i , j = $ E-i-j °3 f E i , j = Id Eitj 

2. Pour tout x + y G W k et f G L 1 (£'_j -j) on a : 

/ /(W*)) dz = |F fc (x)| — |P p „ fc (y)|^T / /(„) du. 
Démonstration: Omise car elle est analogue à celle du lemme 3.2.1 en se rappelant 

l ip i,j JP '.J 

que \det(9 x + y /Ei t j)\ï\Fk(x)\ 2d * \P p - k (y)\ 2dfc est une constante (cf. démonstration du lemme 
1.4.7) ; dans une base 03 de Eij (donc E-i-j est muni de la base 03* duale pour B) elle a 
pour expression dz = \?gdrgz avec : 

! ip i,j jPi ', j 

\x = \det{ 6 x+y : E iyj (<B) - £-*,-,(03*) )\*\F h {x)\ 2d * \P p - k (y)\ 2i * 
(et - — d<s*z sur E-i-j). □ 

Dorénavant chaque sous-espace Eij pour 7^ (0,0) est muni de cette unique mesure de 
Haar et avec cette normalisation on a les lemmes suivants : 



Lemme 4.2.2 Soient / (0,0) et g £ L l (E itj ). 
1. Pour x G E' 2 et y G E' 2 , on a : 



/ g{u) du = \F k {x)\— / g(9 x (z)) dz = {P^y)^ / g(8 y (z)) dz. 

2. Soit o une involution de q telle que a(h k ) = — h k , ct(Hq) = —Hq et on suppose que 
W Ku = {zeW k \ a(x) = / 0, alors 



Se 



g{a{v)) dv = \F k {x)\~*k~ \P p -k{y)\ d 'k / g{u) du avec x + y G W Ka . 

J Eij 



Démonstration: 1) Soit x G E' 2 , on le complète par un élément z G E' Q 2 de telle manière 
que x + z G W k et on munit : 

• Eij d'une base 03 et E-i-j de la base 03*, duale de 03 pour B, 

• E-ij de la base 03' = 9 X (*8) donc 6*2,(03*) est la base duale de Ei-j pour B. 
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Par le choix des bases, on a : 

\det{ 9 x+y : EijÇB) )| = |dei( 0^ : ^,,(^(05)) ^-(^(B*)) )| , 

A «g 

donc = |F fc (x)| d * d'où la première égalité. On procède de même pour la seconde égalité. 

2) Soit x + y G Wk,a, alors a et frr+y commutent donc 9 = a9 x+y est une bijection de Eij 
pour laquelle 6 2 = (—l) l+J Jd^ . donc : 

/ g(0(v))dv= g(y) dv = g o a(9 x+y (v)) dv 

-'Pj,j ~i p i,j 

d'où le résultat. Notons que d k \P p ^ k (y)\ d k est constant sur W kj a et sa valeur 

dépend de la normalisation choisie pour les invariants relatifs F k et F p . □ 



Lemme 4.2.3 On suppose que E-\^\ / {0}. Soit x + y £ powr u G L 1 (£'_i i i) et 
f E T^Q^ y (A)y E _ hl ( U )(e x+y (A)^dA = C(x,y) T(Q x , y {A))u{A)dA 

avec 

C(x,y)= 7k (x,y)\F k (x)\-^\P p _ k (y)\^. 

Démonstration: C'est le résultat concernant la transformation de Fourier d'un caractère 
quadratique, dû à A.Weil ( |We| ) traduit dans notre situation. Rappelons-le brièvement : E 
étant un espace vectoriel de dimension finie sur F et Q une forme quadratique non dégénérée 
sur E, on note F (A, B) = Q(A + B) — Q(A) — Q(B) la forme bilinéaire associée , alors r o Q 
est un caractère quadratique non dégénéré du groupe additif E et on l'égalité : 

[ T{Q{A))u{A)dA = 1 - l {ToQ)\ P \\ [ T (Q(A))u*(p(A))dA 
Je Je 

lorsque u et u* sont intégrables , avec 

u*(p(A)) = j u(B)T^F{A,B)^jdB 

p étant 1' isomorphisme symétrique associé à Q de E sur E* et \p\ est définie par 

/ g{u)du = \p\ [ g{p{A))dA 
Je* Je 

les mesures de Haar sur E et E* étant duales. 

Dans notre situation E = £7-1,1, E* est identifié à £"1,-1 à l'aide de B, Q := Q x ,y donc 
F := F x<y et p := 6 x+y / E_\ : \ donc u* = 3"e_ 1 et par le choix des mesures sur EL^i et 

-pi 21 _ 

#i,_l ainsi que le lemme 4.2.1 on a \p\ _1 = \F k (x)\ d k \P p _ k (y)\ d k . □ 
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Lemme 4.2.4 

J 01 f(x)dx = I J J E2oxEo2xEll f(x + y + z) dx dy dz , 

/ fl _ 1 9{y) dy = J J Je^e^^e^ g{x + y + z) dx dy dz . 

Démonstration: Pour / G ^ 1 (si) et g G on pose 

/ 01 f(x)d'x := J// E20XÊ02xBll f{x + y + z) dx dy dz , 

/ fl _ 1 s(s/Kî/ == J//e_ 2 , xe ,-2xè_ 1 ,_ 1 g{x + y + z) dx dy dz . 

Il suffit de vérifier les 2 hypothèses du lemme 3.2.1, ce qui se fait immédiatement : 

• pour la transformation de Fourier avec f(x + y + z) = fi(x)f2{y)fz{z) 

• en prenant x + y G W k et en appliquant le lemme 4.2.1 ce qui donne le résultat puisque 

|F fc (x)| 2 ^|P p _ fc ( y )| 2 ^ = |F(* + y )r avec iVm, = JL+£z° = 

(dém. du lemme 1.4.7). □ 
Indiquons le dernier choix de mesures nécessaire pour établir le théorème 4.3.3 : 

Définition 4.2.5 Soit x G E' 2 {h k ) H 0i (resp.y G E' 2 (2Hq — h k ) H 0ij et s la sous-algèbre 
engendrée par le sl-i-triplet {x,h k ,x~ l ) (resp.(y,2Hç, — h k ,y~ l ), on munit il(s)±i des uniques 
mesures vérifiant : 

1- 3ïl(s)-i ° 9ïl(s)i = ^^H(s)i 

2. Powr iot«i x G et f € L 1 (H(5)_i) on a : 



k( s )J( 9 ^)) dz = \P P -k(x )\ d 'k ! m _J{u)du 

V2,Q-V2 

(resp. = \F k (x )\ d * f(u) du). 

c'est à dire que -Bn( s ) = B/il(s) et les mesures sont adaptées à la restriction de P p - k (resp.F k ) 
à il(s)i. 

Ce choix est cohérent avec le lemme 4.2.1 puisque it(s)±i = (^,±2)^. = (Eo,±2) x -i = ^o,±2 
(resp.(E±2fl) y = (E±2fl) y -i = ^,±2) lorsque le préhomogène est commutatif. 

Avec ce choix et dans les notations de cette définition on a : 
Lemme 4.2.6 1. Soit x G E' 20 , pour f G L 1 {Eq^) et g G L 1 (£'o i _2) on a : 
Ie , 2 f( z ) dz = I 2 If \ F k(x)\ dk I I(u,v)eE. 2 , 2 x(E , 2 ) x f([x,u]+v)dudv 



j Eo _ 2 g(z)dz = \2y \P* k {x^)\ d U n {u , v)e E^_ 2x{ E ,. 2) J^- 1 M+v)dudv. 

2. Soit y G E' Q2 , pour f G L 1 (£ , 2,o) et g G L 1 (i?_2,o) on a : 

Je 2 , f( z ) dz = IV \P P -k(y)\ d " I I(u,v)eE 2 ,. 2 x(E 2 , ) y f([y,u]+v)dudv 

P2 22, 

J E _ 2fi9 (z)dz = |2|/ \F;_ k (y-^ n M€E _ 2:2X{E ,f([y-\u}+v)dudv. 
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Démonstration: 1) On a : 

£ ,2 = [x,E- 2 ,2] © {E0,2)x et £ -2 = [X-\E 2 ^ 2 ] © {Eq- 2 )x ■ 

Soient {fi)\<i< P2 et (f*)i<i< P2 2 bases de £_ 2 ,2 et £2,-2, duales pour S, alors ([x, fi])i<i< P2 
et /*])i<i<p 2 son t 2 bases de [x, £-2,2] et £2,-2], duales pour B, on les complète 

par 2 bases de (£o,±2)x duales pour B. 

Notons A, À2 et A^ les constantes associées aux mesures définies sur £0,2, £-2,2 par le 
lemme 4.2.1 et sur (£0,2)2 par la définition 4.2.5, ceci avec les bases duales indiquées , il suffit 
de calculer C = j^x^ c'est à dire (cf. démonstration du lemme 3.2.1 pour (£0,2)3. et du lemme 
4.2.1 pour £q,2 et £-2,2) : 



C =|^(^ +y /£o, 2 )|5|det(^ +y /£_2,2)r2|det(^/(£o,2) a; )r5|£ fc (x)| d 

1 1 E2. 

= \det(e x+y /[x,E_2,2])\î\det(e x+y /E_2,2)\-î\F k (x)\*k 

P2 P 

= |2| F 2 \F k (x)\* 



P2 
d k 



d'où le résultat. 

2) Idem □ 



4.3 Décomposition des mesures sur 0i et g 1 

Définition 4.3.1 1. Pour f appartenant à L 1 (gi), x dans E' 2 et y dans £0,2, on pose 

S f (x + y) = \2\J\F k (x)Ç dk Lf{e ad ^)(x + y)) dA 

pi 

T f (x + y) = ( \Fk(x)\l ik ! E ^ J{e^ A \x + y))dA st £_ 1;1 + {0} 



avec m 



f(x + y) si £-1,1 = {0}. 



d k d k d' k 

2. Pour g appartenant à £ 1 (g_i), x' dans £-2,0 e t y' dans E' Q _ 2 , soit 



P'Z 

S* g (x' + y') = \2\/\F;_ k (y')\^f g(e ad ^(x' + y'))dA 

pi 

T*( x > + y>) = { \F;_ k {y')\f^ ! E ii g{e^ A \x' + y'))dA st £_ 1;1 ^ {0} 
1 s(z' + 2/') si £-1,1 = {0}. 

n k étant muni de la mesure produit. 

Remarque 4.3.2 Les normalisations de Sf,S*,Tf etT* sont dues au lemme J^.2.3. 

Soient A x G £-1,1, A 2 G £-2,2, x G £ 20 , y G £ , 2 , x' G £-2,0, y' £ E ' G _ 2 , on a (cf. 
démonstration du lemme 1.1.1) : 

exp(ad(A 1 + A 2 ))(x + y) = x + [Ai + A 2 ,x]+y + ^ad(A 1 ) 2 (x) = exp(ad(A 1 )(x + [A 2 , x] + y) , 
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exp(ad(A 1 +A 2 ))(x'+y') = x'+[A 1 +A 2 , y']+y' +^ad{A 1 ) 2 {y') = exp(ad(A 1 ){x'+[A 2 , y']+y') , 
donc : 

P2 £2 

S f (x + y) = |2| F 2 \F k (x)\v k J E _ 22 T f (x + [A,x]+y)dA 

P2 

P2 ~~T~ 

S* g (x' + y') = \2\J\F;_ k (y')\^ J E _ 2/ T;(x' + [A,y']+y')dA. 
Théorème 4.3.3 1. Pour f dans L 1 (gi) on a : 

pi 

J gi f(x)dx = JJ E2oxEo2 T f (x + y)\F k (x)\^dxdy 

pi 

= Ie 2 , \Fk(x)\^ ( ! {Eo2)x S f (x + y)dy)dx. 

2. Pour g dans L x (g_i) : 

J gi g(x)dx = // E _ 2i0xE0i _j;(x' + î/')l^(l/')F^W 

= V a K- k (v')\^ ( f {E _ 2 , 0)y , S*{x> + y') dx> ) dy>. 

Démonstration: Par le lemme 4.2.4 on a 

/ f(x) dx = I / f(x+y+z) dz I dxdy = / / ( / f(x+y+z) dz I dxdy 

J Bl J JE 2 ,o xEo,2 \JEi A ) J Je' 20 xE , 2 \Je 1a ) 

Or pour x G E' 2Q on a par le 1. du lemme 4.2.2 : 

J Ei i f{x + y + z) dz = \F k (x)fi J E i i f(x + y + 9 X {A)) dA donc 

J gi f(x)dx = // E , oXEo2 (|F fe (x)|t/ Ê ii /( a ; + y + ^(^))^ dxdy 

= J E > fi h Eo J\ F k(x)fi J E . 1A f(x + y+[A,x] dA\ dy)dx. 

D'où la première égalité du 1. est obtenue en effectuant la translation y — ► y + ^ad(A) 2 (x) 
et pour l'autre égalité de 1., on applique le lemme 4.2.6 et la remarque 4.3.2 à la première 
égalité. 

On procède de même pour 2. □ 

Remarque 4.3.4 Soit f dans (resp. g G L 1 (g_i) y ), Tf (resp.T*) est défini presque 

partout et \F k (x)\ M * T f (x + y) (resp. F* p _ k (y') 2d kT*(x' + y')) est intégrable sur E 2 n x Eq 9 
(resp.E_2,o x £0,-2) muni de la mesure produit. 

Théorème 4.3.5 Soit f G S(fli) alors : 

1. y Ê0j2 (T f (x + . )) (y') = ? {Eo 2)x (S f (x + . )) {y') lorsque [x, y'} = 0. 

2. Pour x' £ E-2,0 et y' £ ^0,-2 tels que [x',y'} = on a : 

^ (f) (x' + y / ) = % 2 ,„v( lk{x ,y'- l )S Eoa (T î {x + . )){y') )(*')• 
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Démonstration: 1. Résulte du lemme 4.2.6 et de la remarque 4.3.2. 
2. Soient C G n k : C = Ci + C 2 , avec C G E-^i, x' G E- 2 ,o, y' £ E' Q _ 2 et 

(1) = ?(f)(exp(adC(x' + y'))) 

i€Ei 2 _f, 1=0,1,2 ^( X2 + x i + xo)T(B((exp(adC)(x' + y'),x 2 + x\ + xo))dx2<ixidxo 

par le lemme 4.2.4, alors par orthogonalité et en utilisant le théorème de Fubini, on a : 

(!) = / 4 e ^, 2 _ lIÎ= i,2 ^o, 2 (/(*2 + X! + .)) (^)r(B (x 2 , x' + ^d(d) 2 (y') + [C 2 , y'}) ). 
r(i?(xi, [Ci,2/]))dx 2 dxi 
= / Bi i (2)r(È(xi, [Ci, y'])) dxi avec : 

(2) = J Ê2 o (/(x 2 + X! + .)) (y')r(5 (x 2 , x' + ±ad(Ci) 2 (</) + [C 2 , y'}) )dx 2 . 

On applique le lemme 4.2.6 à E 2> q avec y' -1 d'où : 

(2) = |2|^|F;_ fc (î/)f? f [ 3 E ^{ f([y>-\u}+v + x 1+ .) )(y')(S)dudv 

J J(u,v)eE 2 -2X(E2,o) y l 

avec 

(3) = r(B([y'-\u]+v,x' + lad(C 1 ) 2 (y') + [C 2 ,y']) 

(3) = t(B(v,x' + \ad{C 1 ) 2 {y')).T{B{u,-2C 2 + \ [ad(d) 2 (y'), y'' 1 })) lorsque [x', y'] = 
par orthogonalité. 

Donc, lorsque [x',y'] = 0, on a en appliquant le théorème de Fubini : 

(2) = \2\^\F;_ k {y>)\~ P i j {E2 ^ 
t(B(v,x' + \ad{C l ) 2 {y'))dv. 

avec g{u,v,x{) = 3e A f{[y'~ l ,u) + v + xi + •) ){y'). 

Comme / G S(fli) et que y' est fixé dans E' _ 2 , on a g G §(£2,-2 x (E 2 ,o)y' x ^1,1)- 

On a à évaluer : 

(4) = S* n {x> + y>) 

= 121^1^(^)1^ J E _ 1A ( J B _ 2 , 2 (1) dC 2 ) dd 

= |2|^|F;_ fc (y , )| md *./ B 1X (5)dd avec 

= ; E _ 22 (/ Bll (2)r(B(x i ;[C 1 ,y']))dx 1 )dC 2 

= 121^1^(^)1"^. 

J E _ 2 , 2 ( Js M (U, ()V g(;v, Xl ) )(-2C 2 + è Md) 2 ^),^" 1 ]) 

r( J B(«,x / + |ad(Ci) 2 ( î /)) dv) r( J B(x 1 , [C 1; y'])) da* ) dC 2 , 
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mais cette intégrale converge absolument donc on peut appliquer le théorème de Pubini d'où : 

(5) = J M , t(É(v,x' + lad(d)V)) (J Eii (6)r(B( Xl , [C u y>])) dx, ) dv avec 

V _ P2 

(6) = \2\^\F;_ k {y')\~^ j E _ 22 ^_ 2 (g(.,v,x 1 ))(-2C 2 + l[ad(C i n y '),y'^})dC 2 

_ V2 

= \2\- P -£\F;_ k (y>)\ ^.g(0,v, Xl ) 

_ P2 

= \2\- P -ï\F;_ k (y')\~^.? Eih2 (f(v + x l+ .)(y') 

Ainsi l'intégration suivant le sous-espace £-2,2 est "annulée" par "double transformation de 
Fourier". Il reste encore à simplifier l'intégration suivant le sous-espace £-1,1 à l'aide du lemme 
4.2.3. 

Nous avons : 

(4) = S*(x' + y>) 

= \2\^\F;_ k (y')r d K 

•k-M ( fe,oV T ^ x ' + M<?i) 2 (ï/0) h(C^v) dv ) dC x , 
uveehiCuv) = f Ei ^6)r(É(xl [d, y'})) d Xl 

= |2|-f \F;_ k ( y ')\~ P i .^ Ehl (?eoM(v + xi+ .)W))([Ci,y'}) , 

Comme / G S(gi) et que y' est fixé dans £"0,2; on a /i G S(£_i 5 i x (£2,0)1/') donc l'intégrale 
double figurant dans (4) converge absolument et on utilise à nouveau le théorème de Fubini 
d'où : 

( 4 ) = 3(E2,«) y ,(hi)(x') et pour v G (£2,0)2/ 
hi(v) = \F;- k (y')\f k Je^toQv^MCi) (f^g^v^^.TiBix^lC^y'})) dx x )dC 1 

= \F;_ k (y')\^\F k (v)\^J Eii T(Q V!y ,^ , 

avec u(A) = g(0,v, [A,v]), en appliquant le 1. du lemme 4.2.2 à E\ t i avec 6 V . 
D'où : 

EL -^r 

hi(v) = \F k {v)\* k \F;_ k {y^-S E _ ltl T{Q v ^ 

= \F k (v)fi\F;_ k (y')fàj Eii T(Q v ^^ 

= 7fc(«,y'~ 1 ) k(v) avec : 
pi 

k(v) = \F k (v)\^ k J^Ti-Q^-iiCJMCJdd , 

par application du lemme 4.2.3. 
Or : 

pi 

k(v) = |F fc (t;)|- fe ./ E _ lil r(-Q, y (A))^ 2 (/(t; + [At;]+.))(y')^ 

pi / _ \ 

= \F k (v)\ ^ . f E _ 1A if Eo2 f(v + [A, v] + y)r(B(y, y'))r{-Q v ^ (A))dyj dA 

= \F k (v)\^. J E i ^ (j Eo 2 f(exp(adA)(v + y))r(B(y, y'))dy) dA 
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et comme il y a convergence absolue, on peut intervertir l'ordre des intégrations d'où : 

k(v) = \F k (v)fij Eo2 (f E ii f(exp(adA)(v + y))dA^ r(B(y,y'))dy 
= ? Eo , 2 {T f {v + .)){yi). □ 

Remarque 4.3.6 1. Lorsque £2,2 = {0}, on a la forme simple du cas commutatif. 

2. Le théorème est encore vrai sans irréductibilité mais avec quelques aménagements. 

3. Soit U un ouvert de {x G 0i | F k (x)F(x) / 0} et f G Q^{U) alors pour y G E' Q _ 2 fixé la 
fonction j k ( ,y~ 1 )3 Eoa {T f {x+ ))(y) G Q^({E' 2Q ) y ) (cf.lemme 1.1.1 et (E' 2fi ) y est une 
réunion finie de (G 'h k ) y - orbites ouvertes). 

Plus généralemnt, si V un ouvert de {x G 0i | ni<i<fc Fi( x )F( x ) 7^ 0} et f Çl Q^(V) 
alors poury G E' Q _ 2 fixé la fonction j k ( ,y- l )3 E{ y 2 {f f (x+ )){y) G 3 ((^2,0) 'j,) (cf.lemme 
1.1.1 et (E 20 ) est une réunion finie de P(H±, H ~ k ) y - orbites ouvertes). 



Les résultats obtenus dans le théorèmes 4.3.3 sont reliés à l'action de Gh k sur les sous- variétés : 

W k = {x + y\xeE' 20 , y G £0,2, M] = 0} et W k = {z G W k \ F k (z)F p (z) / 0} 
W* = {x' + y'\x'eÈ_ 2 , Q , y 'eE' 0! _ 2 ,[x', y ']=0} et W* = {z G W£ \ F*_ k (z)F*(z) / 0}. 



4.4 Expression des mesures Gh k invariantes sur W k et W k 

W k et Wj* sont des réunions finies de Gh k — orbites et on a : 

Proposition 4.4.1 Soit x\ + y\ G W k , l'orbite U = Gh k -{x\ + y\) est ouverte dans W k . Elle 
est munie d'une mesure À, G \ k -invariante et\/f G L l {U,\) on a : 

î>2 P0.2-P2 

luf dX = f Ghk . Xl \F k (x)\-^r ( f GhkMg . yi) f{x + y) \P p - k {y)\~^T . dy ) dx 

_P0,2 P2,0 _ P2 

= f Ghk . m \Pp-k(v)\ ^ ( f Ghk , y .( 9 '. Xl ) f( x + v) \F k (x)\—*T- dx ) dy 
g (resp. g' ) étant un élément de Gh k tel que x = g(x±). (resp. y = g'(yi)) ■ 

Les mesures sont choisies suivant le §4.2. 
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Démonstration: 1) L'espace tangent en (x,y) à Wk est donné par : 

T (x,y){Wk) = {(% v) G E 2>0 x E 0i2 , tels que [x, v) + [u, y] = 0} 

Comme x\ + y\ G Wk C on a ad(xi + yi)(flo) = 01 et .E^o =Ker(adxi)nKer(adyi) n 
£ , ,o©ad(xi)ad(yi)(£'_2 -2) donc dim(g )- dim(fli) = dim(Ker(ad(xi +yi)/flo) = 
dim(Ker(adxi)nKer(adyi)/£'o,o)+Pi+P2 d'où dim(£'o,o)-dim(Ker(ada;i)nKer(adyi)n£'o i o) = 
P2,o +Po,2 — P2 ainsi l'application de £0,0 dans Ti xx>yi \{Wk) donnée par A — > [A, a?i + yi] est 
surjective, donc l'application de G/^ dans Wk donnée par g — > g(xi + yi) est submersive donc 
ouverte d'où l'orbite Ï7 est ouverte dans Wk par conséquent elle est localement fermée dans 
l'espace vectoriel topologique £2,0 + ^0,2 et homéomorphe à G^/gi, G\ étant le centralisateur 
de x\ +y% dans Gh k (proposition 6, §5,ra°3, chapitre IX de [Bou 4j . 

2) On utilise les résultats sur les mesures quasi-invariantes sur les espaces homogènes. 
Gh k ,Gh k)Xl ,Gh kt y 1 ,Gi sont des groupes réductifs car ce sont les centralisateurs dans Aut^Q) 
des sous-algèbres suivantes, toutes réductives dans g : 

¥.H e¥.h k , Si = ¥.h k e¥.H e¥.x 1 e¥.x^ 1 , s 2 = ¥.H e¥.h k ®¥.y 1 ®¥.y^ 1 , 5 = Si+s 2 

ainsi ce sont des groupes unimodulaires d d'où sur Gf lk /o 1 on a une mesure Gh k invariante 
à gauche, unique à une constante multiplicative près (corollaire 2, §2 n°6 Int, chap.VII de 
|Bou 3j ). ce qui démontre le premier point. 

L'expression des deux décompositions qui suivent proviennent des inclusions : 

G\ c Gh k ,xi c Gh k G\ c Gh k , yi c Gh k 
et des décompositions correspondantes des mesures. 



Soit / G L l (U) alors k(g) = f{g{x\ + yi)) G L 1 (Gh k /G\), Gh k /G\ étant muni de la mesure 
invariante à gauche dg, ki(g') = L jQ f(g' g" (xi+y^dg" G L 1 {G hk / G hk>xi ) , G hk /G hklXl 
étant muni de la mesure invariante à gauche dg* ', et on a : 

/ Hg)dg= [ dg'U f(g'g v (xi+yi))d g A 

(a) du corollaire 1, n°8, §2, chap VII, [Bou 3j ). 



Posons x = g'x\, alors : 

K Xl/Gl fWl?* + w)W = f Ghk Xl/Gl f(r + g'fg'-Hg'yiïïdg" 

= JG hk ,j 9 > Gig >-if(* + 9"(g'yi))d9» 

PQ,2~P2,2 

par unicité (à une constante multiplicative près) de la mesure invariante sur Gfi k)Xl /G\, la 
dernière égalité est obtenue par considération du préhomogène ((£ , o,o)x) Eq^)x) (cf.(N2) §3.2). 



2 G étant un sous-groupe algébrique réductif de Gl p (¥), sa composante connexe algébrique, G , est le produit 
d'un groupe commutatif inclus dans le centre et du groupe dérivé, l'intersection des 2 étant un sous-groupe 
fini ([B-T],prop.2.2 p. 63), donc G est unimodulaire ( [Bou 3] .Intégration.chap.7. §2,n°9 prop. 14) d'où G l'est 
aussi car le groupe quotient de G par G est fini (b) prop. 10, §2, n°7,même réf. et [Ch], chap. 2, §3, n°3, th. 2). 



De même 



r r P2,o 

/ h(g')dg' = / ^(tt- 1 ^'))!^^)! d * dx , 

J G hk /G hktX1 JG hk x 1 

n étant la projection canonique de Gh k sur Gh k /Gh k , Xl , par unicité (à une constante mul- 
tiplicative près) de la mesure invariante sur Gh k /Gh ktXl et en considérant du préhomogène 
(Eofi, £2,2)- On obtient ainsi la première égalité. 

On obtient la deuxième relation en considérant les sous-groupes G\ et Gh k , yi de Gh k - 

3) Il reste à donner la valeur de la constante apparaissant dans la deuxième formule, ce 
qui découle d'un simple calcul d'intégrales. 

L'orbite U* = Gh k (xï 1 + yï 1 ) est également munie d'une mesure Gh k -invariante (à une 
constante multiplicative près) que l'on peut définir par 



/ fd\* = [ fo$d\- 
Ju* Ju 



Lorsque h G Gk{U) et g £ Cxi^k), on définit la fonction E(h,g) G Ck({x G Qi\F p (x)F k (x) 7^ 
0}) par : 

E{h, g)(V(A, x, y)) = E{h, g){exp{ad{A){x + y)) = h(x + y).g(A). 

On a la même application, notée E* , lorsque k G Qk(U*) et g G Sx(tife) et E*(k, g) G Ck({x G 
Q- 1 \F*(x)F*_ k (x) / 0}) (cf. lemme 1.1.1) et on a : 

E(ko<S>,g) = E*(k,g)o<ï>, 

S E (h, g) /U = \2\™C(g)\F k (x)r d kh avec C(g) = ^ g{u)du. 
Soient r\ = j>2,o — P2, ^2 = Po,2 — Vi rappelons que : 

et que pour x + y G W fc : |F(x + y)| = f|F fc (x)| \P p - k (y)\ j ■ 
Par le 1) du théorème 4.3.3 et en raison du support de h, on a : 

f - 2 -7- _rnd_ P9 f 

/ E{h,g)(x)\F{x)\ ^.\F k {x)\ m * dx = |2| ^C(g) / hdX . 
Jgi Ju 

On suppose C(g) non nul alors pour k G S(U*) on a : 
j Ut kdX* = fjjko §d\ 



W-^Cig)- 1 f di E(ko<S>, g)(x)\F(x)\ ^ .\F k (x)\ ^ dx 

PO - r l md 

\2\~C{g)- x !^E*(k,g)(y)\F*{y)\ ™^\F;_ k \ ™*dy 



en utilisant le 3) du lemme 3.2.2 ainsi que les relations suivantes pour x G {x G Q±\F p (x) 7^ 0} 
et y G {x G Q-\\F* (y)F*_ k (y) 7^ 0} (cf.(R2) §3.3) : 



F* o = F(x)- 1 |F fc o S" 1 ^"* = IF*^)!- 1 .!^^)! 
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Par le 2) du théorème 4.3.3 et par le choix du support de k, on obtient : 

/ kd\*=[ \F;_ k (y')\~ P ~f ( [ k(x' + y>)\PZ(xT%dx')dy'. 

D'où 

LhdX = f ut h o $ _1 dA* 

_P0,2 n 
PO, 2 ri 

= f Ghk . yi \P P -k{y')\~ d '* (/ 0fcfc „. û ,. xi )' l ^ + y)l^(^r 3ï ^ 

par le choix des mesures adaptées à F k et P p -k dans la définition 4.2.5 (cf.3) du lemme 3.2.2 
ainsi que (R2) du §3.3). 

□ 

On en déduit les résultats suivants : 



Corollaire 4.4.2 W k et W k sont munis de mesures Gh k -invariantes : dX et d\* 
1. Pour f G L l {W k ) on a : 



P2,0 / P0,2-V2 \ 

Iw k f dX = h> fi \ F ^)\~ dk [ I(E k2 ) x /(* + V) \ P P-k(y)\ dfc dy J dx 

= I E [J P p-k(y)\ d ' k [l(E 2fi)y H x + y) \Fk(x)\ d * dxjdy 
2. Pour g G L^iW^) on a : 

P2.0 / P0.2-P2 \ 

!wi 9 dX * = ÏE>_ 2fi \ P k^)V dk { I(E^ 2 ) X 9(x + y) \F;_ k (y)\ ^ dy J dx 

/ P2,0-P2 \ 

= J E >,_ 2 \ F ;-k(y)\ 4 J(E>_ 2 , ) y 9{* + y) \P£(x)f dx) dy 



3. Les résultats sont analogues sur : 

W' k = {x+y \x G E' 2fi , y G E' _ 2 , [x,y] = 0} , {x+y \x G E'_ 20 , y G E'^ 2 , [x,y] = 0}. 



Le théorème 4.3.3 devient : 



Corollaire 4.4.3 1. Soit f dans L 1 (gi), Sf est défini presque partout sur (W k ,dX) et 

PQ,2~P2 

\F k ( )\ mdk \F( )| m « d 'k S f est intégrable sur (W k ,d\) et on a : 

PQ.2-P2 

J 0i f(x)dx = f Wk \F k (u)r d *\F(u)\^TS f (u)dX(u) , 

PQ.2-P2 

Z (M = Iw k \F k (u)r d *\F(u)\~ 1 ^ir(F( U ))S f (u)dX(u) pour »(tt) > 0. 
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Soit O une orbite ouverte de Pi dans Qi alors : 

r- PQ,2-P2 

Z (/;tt) = / \F k {u)\ mdk \F{u)\ m ^ Ti(F(u))S f (u)d\(u) pour K(tt) > 0. 
Jonw k 

P2.Q-P2 

2. Soit g dans L 1 (g_i), S 1 * est défini presque partout sur (W£,dA*) ei |F p *_ fc ( )| m < )| m fc d fc 5* 
esi intégrable sur (W£,d\*) et on a : 

P2.Q-P2 

J s i g(x)dx = ! wt \F;_ k {u)\ md k \F*(u)\ S* g (u)d\*(u) 

P2.Q-P2 

Z*(9^) = f w *\F;_ k (u)r d k \F*(u)\ ^ ir(F*(u))S* g (u)d\*( U ) pour ^(tt) > 0. 
Soit O* une orbite ouverte de P{ dans g_i alors : 

r ,, P2.Q-P2 

Z* *{g-TT)= / \F* k (u)\ md k\F*(u)\ ™A ir(F*(u))S*Ju)d\*(u) pour ïï(ir) > 0. 

JO*nw* 

Soient : 

N k)0 = exp(ad(n k)0 ))&vec n M = ®k+i<i<j< P (Ei,j(-l, 1) © E i,j(~ 2 , 2 )) , 
iVfc,2 = exp(ad(n fc , 2 )) avec n fc , 2 = ©i<i<j<ifc(^j(-l, 1) © E id (-2, 2)) , 

comme n^o et tifc^ commutent, il en est de même pour N kt o et N k>2 . 
N kj0 centralise £±2,0 et N kj2 centralise £b,±2- 

Xj, tj, z = ou 2 sont des éléments de E^-i et y^, Zi,i = ou —2 sont des éléments de 

Remarque 4.4.4 1. Soit O une orbite ouverte de Pt dans Qi et t 2 + tç, G O PI W k alors 
OHW k = G t N k , N k , 2 .(t 2 + t ) et 

x 2 + x G O n W k 4^ x 2 G G t N kt2 t 2 et x G (Gt) x2 N kt0 (gt ) , awec x 2 = 5*2- 

5oii O* une orbite ouverte de Pi dans g_i et z^ 2 + zq G O* PI W£ alors O* n W 7 ^ = 
GtN kj0 N kj2 .{z-2 + z ) et 

y -2 + Vo G O* n <^ y G G t N kfi z Q ef y-2 G (Gt) yo N kj2 (g'z- 2 ) , avec y = g'z . 

3. Soit t 2 + z G W' k alors x 2 + x G G t N kfi N k)2 .(t 2 + z ) ^ ^2 G G t N k , 2 t 2 et x G 
(Gt) X2 iVjfc,o(5Zo) awec x 2 = gt 2 44> x G G t N kfl z etx 2 G (G t ) xo N kj2 (g't 2 ) avec x = g'z . 

En effet dans le préhomogène faiblement sphérique (GtN kj2 , E 2> q), l'orbite contenant x 2 ren- 
contre W t i avec t' = ©!<j<jfcFiïj et soit x' 2 = gn.x 2 G W(/, avec g G Gt et n G iVj^. Dans 
le préhomogène faiblement sphérique ((Gt) x ^iVfc,o, (-^0,2)^), l'orbite contenant gnxo = gxo 
rencontre avec t" = (& k+ i<i< p FHi donc il existe g' G (Gi) x i N^^q tel que y' gxç, G VFt" d'où 
g'gn(x 2 + xo) G Wf On procède de même pour tç, + t 2 : il existe g" G GtN kt oN k;2 tel que 
g"(io + ^2) G VFt; comme g" (to + i 2 ) et g' gn(x 2 + xo) sont dans Wt et dans la même orbite de 
Pt, ils sont dans la même orbite de Gt par le lemme 1.4.4 d'où 1. 
Il en est de même pour 2. 
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5 Application aux fonctions Zétas 



5.1 Les coefficients de l'équation fonctionnelle 

On utilise les décompositions établies dans le §4 relativement à ad(hk) pour obtenir les 
coefficients de l'équation fonctionnelle vérifiée par les fonctions Zétas par application à 2 
reprises des équations fonctionnelles associées à des centralisateurs de s^-triplets. 
Les notations sont celles du §4. 

Soit O* une orbite de Pi dans prenons z G O* H Wj! et soit z = z-2 + zç, sa décom- 

position suivant ad(hk),Zi G E,i{hk) Hg_i. 

On désig ne par — 1,...,/ un ensemble de représentants des orbites de {^Gt)zo^k,2 dans 
(E ,, 2 ; q) zo , et pour chaque ti : {Uj,j = l,...,pi} est un ensemble de représentants des orbites 
de (G t )tXo dans (£"o, 2 ) ti . 

Comme U+Uj et U+t^k, j 7^ k, ne sont pas dans la même orbite de Pi dans gi (cf.remarque 
4.4.4), pour chaque orbite O de Pt dans q"i et chaque ij il existe au plus une valeur j telle que 
Pt(U + Uj) = O, lorsqu'elle existe on notera t^o) l'élément correspondant et Io,o* = {i I 3j 
tel que tj + tij G O}, sinon Io,o* = 0- 

Lorsque Io,o* 7^ 0j G -fo,o*} est un ensemble de représentants des orbites de 

(Gt)z Nk,2 dans l'ouvert non vide (^h k (O)) Z0 (notation du lemme 1.1.1) et on a le schéma 
suivant pour les différents représentants : 



Pour O* 
Pour O 

avec 
et 

ainsi que 



z-2 + z g w*no*, 

U + t m g Wk n o, 

Z—2 et tj commutant avec le SI2 — triplet : (^ô" 1 , 2i^o — hk, zq), 

zq et tj(o) commutant avec le SI2 — triplet : {Ujhk,^ 1 ) 
U + Zq 1 G W k . 



La transformation de Fourier étant définie à partir de la restriction de B, les différents coeffi- 
cients de l'équation fonctionnelle de la Fonction Zêta sont alors reliés par une relation donnée 
la proposition 5.1.1. 

Notations préliminaires : 

• a^°lti désigne le coefficient associé aux orbites {{Gi) ZQ Nk,2- z -2 et (G^^N^-U dans le 
préhomogène : (G t ) Z0 N k ,2, (-#2,0)30) et le préhomogène dual ({G t ) Z0 N k ,2, {E- 2 ,o)z ), 

• «io,i i(0) désigne le coefficient associé aux orbites ((G^^iV^o-^o et (G^^Nkfi.t^o) dans le 
préhomogène : ({G t ) ti N k fi, (-#0,2)^) et le préhomogène dual ((G t ) u N k fl, (E ^ 2 )u)- 

Proposition 5.1.1 Lorsque Ïq,o* = on a ao*,o(^) = et sinon 



oo*,o(tt)= a i Z -itMp-k+i,---,n P ).Jk(U,z 1 )^^^ Yl ^ll mfe ) 

i£lo,o* p—k+l<j<p 
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P2 + 21 

(rfe = — 2 ei = 1 saw/ lorsque (A, Ào) esi une ¥ -forme de (E?,^) ou bien de type 

"ifc 

(C n , afc) awec t = t' , dans ce cas p = 2, k = 1 mi = ^) 

Démonstration: Soit / G C£°(0) et 7r un caractère tel que Re(n) > 0. 

Comme Re(i:) > 0, Z* * (^(f); 7r) est donné sous forme intégrale donc par application du 2. 

du corollaire 4.4.3 on a : 



î>2,()-î>2 



Z* 4?(f);ir) = S * nWt \F;_ k {u)r d k\F;{u)\ ™A ir(F*(u))S* m (u)d\*(u) 



nul' 



./ _P0,2 



= Io( Z0 )\ F ;-k(y'))\ " ^Wavec 

P2,Q-P2 P2.Q-P2 

W = fo,S* nf) (x' + y'MF*(x> + y>))\P*(x>)\- -* |F p V + y')l ^ 



avec m = —, en appliquant le 2 du corollaire 4.4.2, avec 0(zq) = GiN^q.zo et O' = 
dk 

(Gt) y i Nk,2(gz-2) C (E , _2,o)î/' ) 9 étant un élément de Gt-iV^o tel que gzo = y' (cf. 2. remarque 
4.4.4). 

1) On suppose que (A, Ao) n'est pas une F-forme de (Ej, œq) et que t / t' lorsque (A, Ào) 
est de type (C n ,ctk) c'est à dire qu'on suppose que = 1. 

Le préhomogène faiblement sphérique {{Gi) y , .N^^-, (^2,0)^) est muni des invariants relatifs 
fondamentaux Gj, restrictions de Fj, pour j = 1, donc les invariants relatifs fondamen- 
taux du préhomogène ((G^^-N^^i (-E-2,0)^) sont donnés par : 

j = l,..,k, x'E(E_ 2 , ) y , : G W) = ^ d F f^^ 
(cf.démonstration de la proposition 3.4.4) donc P£ = G* k et : 

n m(F*(x'+ y i))= n n ^(k-m n ^- k+j (G*(x% 

l<i<p l<i<p—k~l p—k<i<p l<i<fc 

soient C(y>) = IÛT*" 1 ^(i^XIlg-* ^(F^y')) et vr' = vr p ) alors : 

Î>2,0~P2 

I(y') = C(y')\F;_ k (y')\ -* ^(^(/)( V); *>) , 
Zq, étant la fonction Zêta associée à l'orbite O' du préhomogène ((Gij^.Nk^, (E-2,o) y ,)- 

Posons hf(x,y') = 3e ,2 (^7( x + ))(y')> alors pour y' fixé hf(,y') G Gq '((E n 2,0) y/ ) (cf. 3. remarque 
4.3.6) et pour i = 1, notons Oj = {G^yiN^^-giU)-, alors par le théorème 4.3.5 on a : 

s* nf) (x' + y') = % 2 , oV ( 7fc (,^ 1 )/ i /(,y , ))(^) 

= Ei<i<«7fc(ii,^ 1 )%2,oV( 1 o î - /l /( ,2/') )(»') d'où 
|F;_ fc (2/'))l ' = Z^ilk^z^Ciy'^F^y'^W) avec 

W) = z* 0l (^ E2fi)yf (i 0i M, y '))-y), 
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21 _|_ p 2 Q £1 _|_ j3 Q 2 

en utilisant l'égalité : — — - — — = — — —. — — (dém. du lemme 1.4.7). 

d k d k 

On applique l'équation fonctionnelle dans le préhomogène faiblement sphérique {{Gi} y ,.N k ^,, 
(E2 t o) ,) ainsi que 1. de la remarque 3.5.4 puisque les algèbres de Lie il(Fy' © ¥(2Ho — h k ) © 
Fy /_1 ) et HÇFzq © F(2i^o — hk) © F-Zq -1 ) sont isomorphes, l'isomorphisme étant donné par un 
élément de Gt-TV^o qui centralise ©i<j<fcF.ffj, ce qui donne : 

Zo>( ^(E 2fi ) y A 1 O i -hf( -y) = a^l u (n')Z 0t (h f ( ,y')y*\ f -3 ^ 1 *). 
Comme G eg 3 ((S" 2 , ) 2/ ,) on a : 

_ P2,0~P2 f _ P2,0~P2 

Z 0i (/ i/ (,2/ , );^l I ~)= / /»/(ar, î /)7r , *(G(x))|G fc (x)| ~dx 

io, 

d'où : 



KKi 



avec : 



'O(zo) 



w;yy'))\^ c (y'){J o h f (x, y 'y*(G(x))\F k ( X )\-^^dxjdy' 



et on a : 

j=fc-i 



vr'*(G(x))= n n (^^)- 

jr' = l \-fe+l ' 

Soit y = Gi.N kfi .N k)2 {ti + z ), V est ouvert dans M 7 ^ et x + y' G F 44> y' G O(z ) et x G Oj 
x G Gt-N kj 2-U (noté 0(ti)) et y' G (Gt) x .N kj0 (g' zq) avec x = g'tj (cf.remarque 4.4.4) et qui 
sera notée O(x). Soit 5 la fonction mesurable sur W' k définie par : 



^+P0,2 



g(x + y') = h f (x,y'y*(G(x))C(y')\F^ k (y')\ ^ l v (x + y'), 
alors par le 3. du corollaire 4.4.2 et de la remarque 4.4.4 on a : 

/ gd\'=[ n'*(G(x))\F k (x)\- P -%r( ! h f (x,y')C(y')\F^ k (y')r^dy')dx . 

JW' k JO(ti) \Jo(x) J 

Comme / G Qq (O), Tf G Cc( W k) donc T f G §>(W k ) et est à support compact dans £" 2 ,o 
donc relativement à la variable x, comme Re(ir) > 1' intégrale double ci-dessus converge 
absolument d'où g G L l (W k ) et Jj = J w , gd\'. 

On considère maintenant les préhomogènes faiblement sphériques : (Gt) x .N k p, (£^,±2)2, -f^o — 
^r) (x = g'-U). ((Gi) x N k fl, (£'0,-2)0;) est muni des invariants relatifs fondamentaux provenant 
du préhomogène : (Pt,Qi) donnés par la restriction de F£, ..,F*_ k et notés Hf, ...,H*_ k . 

Posons vr" = y,...,TT P -k-uI[iZ P p - k ^j\ \ mdk ) et soit : 

D y = Io{ X )M^y')c{y')\F;_ k {y')\ m ^dy' 

= Io( x) ^Eo,,ySf(x+))(y'y(H*(y'))dy' (1 du th.4.3.5) 

= z*o( X) (^)ASf(x+)>y) 
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On applique à nouveau l'équation fonctionnelle dans ce préhomogène faiblement sphérique 
en tenant compte du 1. de la remarque 3.5.4 (conjugaison par g' G GtN k2 qui centralise 
(B p j=k+1 ¥Hi) donc : 

Dix) = E^SL^'O^J^avec 

_P0,2-Î>2 

Zij(x) = Z 0{x>Uj) (S f (x+);*»*\ | p - k )et 
OixtUj) = (G t ) x .N kfi (g% d ). 

Comme le préhomogène (Gi) x .N k fi, (£0,-2)25-^0 — est muni des invariants relatifs fonda- 
mentaux Hj, restriction de F*,j = l,...,p — k, les invariants relatifs fondamentaux associés 

dans le préhomogène (Gt) x .N k ^, {Eq^)x, Hq — sont donnés par Hj(y) = y ^ pour 

j = 1, ...,p - k (cf.§3.3). 

Comme / G Cg?(0), Sf G Cg?(Wfc) donc Zij(x) est donné par l'intégrale : 

Zi,j{x)=j S f (x+y)( nT\F p {x+y)){ \{ 7T t )(F k (x)) ]J (tt^- (£,(*+*/)). 

JO{x,ti,j) l<i<p p~k<i<p k+l<j<p-l 



\F k (x)\ 



dy 



\F P (x + y)\, 
d'où 

r- PQ,2~P2 

J i = E^oiA") / ^(^^(F^ji^Hi-^i^Hr^i^^i^TdAH 



J 



f+P0,2 



puisque iV = — — — — — (dém.du lemme 1.4.7) donc : 

4 = E^SL^'O^fe+^oa^ir^) (1. corollaire 4.4.3) 

a { £ tm {it»)Zo{f^*\\- N1 *) lorsque i€/(0,0*) 
sinon 

par le choix du support de /, d'où le résultat d'abord pour 3î(7r) > puis en général par 
prolongement méromorphe. 

2) Dans les 2 cas restants on a p = 2 donc k = 1 et m\ = = \. 
Lorsque y' G £ _ 2 , le préhomogène {Gu^y 1 , (£2,0)1/) est munit de l'invariant relatif fonda- 
mental G(x) = £(x + y' -1 ) donc G*(x') = F*(x' + y'); de même pour x G £2,0' ^ e prého- 
mogène (Gh^, (£0,2)2) est muni de l'invariant relatif fondamental H (y) = F(x + y) donc 
H*(y') = F*(x- 1 +y'). 

On reprend les calculs précédents, en prenant garde que les mesures données dans les théorème 
4.3.3,4.3.5 et dans le §4.4 sont données pour F\ restreint à (£2,0)3/' e ^ ^ restreint à (£0,2)2 
ce qui apporte à chaque fois une constante lorsqu'on remplace les fonctions Zêta relatives à 
(E2,o)y' et à (£0,2)2 par leurs valeurs mais ce qui n'est pas le cas pour celles du dual (com- 
pensation avec la transformation de Fourier). □ 
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Remarque 5.1.2 De la même manière on détermine o/qo* [ir) en prenant x = x 2 + xq G 
Wk H O (xi G Ei(hk) n 0i ) puis un ensemble de représentants des orbites de (Gi) X2 dans 
(E"o-2) , noté {u{} et pour chaque Uj un ensemble de représentants des orbites de (Gt) u . 
dans (£J"_2,o) u .) noté (ui,j)i<j<n- On pose Iq » = {i \ 3j tel que Uij + U{ G O*} et lorsque 
Iq „ ^ soit Wj(o*) l'unique représentant tel que u^o*) + u i 6 W£ n O*. 

• lorsque Iq q* = on a a£> *(7r) = et sinon 



i£l ,o* k+l<j<p 



5.2 Le cas complexe 

Dans les notations du paragraphe précédent, lorsque F = C les préhomogènes ont tous une 
seule orbite non singulière et 7^ = 1 donc la proposition 5.1.1 donne : 

Corollaire 5.2.1 F = C 

a(vr) = a u (7rp_ fc+ i, ...,7r p )a il (iri, 7r p _ fc _i, vr^ ] | nj\ \ mk ) , 

p—k+X<j<p 

avec il := il(s), s étant l'algèbre engendré par zq et Zq 1 , il' := il(s'), s' étant l'algèbre engendré 
par Z-2 et zZ_\ et a^, étant les coefficients correspondant pour les fonctions Zétas associées. 

Par conséquent on relie classiquement le polynôme de Bernstein au coefficient de l'équation 
fonctionnelle, résultat déjà établi pour quelques cas (cf. |Bo-Ru 2j . [Fa- Ko] . [Cl]....). 

Théorème 5.2.2 1. On suppose que (A, Ao) est une F-forme de {Ey,ao) ou bien que 
(A, Ao) est de type (C n ,ctk) avec t = t' , et soit 

b fl ,Pt(si,s 2 ) =Cn( (s2 + A 2)i )(2si + s 2 + A x>i ) J 

le polynôme de Bernstein du préhomogène (Pt>fli)> alors il existe une constante D telle 
que : 

a(uj qi .\ \ Sl ,uj q2 .\ | S2 ) = DY[(p'(u q2 ;s 2 + X 2 ,j + îyCwJwgj,;^! + s 2 + Aij + 1) . 



96 



2. Dans tous les autres cas, soit 

p / a p-e+i~ a p- 



p ,">p-l + l "-p-l s 

b g ,p t (st, ...,s p ) = CY[i H (s£ + ... + s p + Xej)j 
i=\ ^ j=i ' 

le polynôme de Bernstein du préhomogène (Pi,Qi), alors il existe une constante D telle 
que : 



P , a p-l+l~ a p-l s 

a{oj qi .\ \ Sl ,...,u qp .\ \ Sp ) = £>n( Il p'(ui....w p ;se + ... + s p + X ej + 1)J. 

e=i ^ i=i ' 

Démonstration: Par récurrence sur p. 

Pour p = 1 cela découle du théorème 2 de J.I.Igusa |Ig 5| et pour p > 2 on applique le corollaire 
5.2.1 ainsi que la remarque 3.7.4 et la proposition 3.7.3. 

Pour éviter d'utiliser le théorème 2 de J.I.Igusa, on aurait pu commencer par montrer le 
théorème pour les paraboliques très spéciaux minimaux en utilisant les résultats des 2 exemples 
fondamentaux. □ 

Remarque 5.2.3 A l'aide des résultats des sections suivantes, on vérifie qu'avec les normali- 
sations choisies on a : 

C = D = 1 (1). 
c'est à dire que dans la notation suivante : 

A toute application polynomiale b : C p i-> C, b(si, ...,s p ) = rii<j<g( a ij s i 

~\~ . . . ~\~ Q>p^jSp ~\~ Q/jJ] 

les a r j, étant entiers lorsque r = 1, ...,p et j = 1, ...,q et les coefficients a,j rationnels pour 
3 = h -,Q, 

et tout caractère continu tt = (tti, ...,vr p ) de (F*) p , on associe la quantité : 

p»= n p'^-^i m 

l<j<q 

p'i^i) = 7Ti(— l)p(iri) étant le coefficient de Tate (cf.3.6.1) alors on a : 



Démonstration: En effet, à l'exception de l'unique cas (C n , atk), k pair, avec le sous-groupe 
parabolique P^, (1) sera vérifié dans les sections qui suivent pour tous les préhomogènes 
(Pt)0±i) lorsque le sous-groupe parabolique standard très spécial est maximal parmi ceux-ci 
donc (1) est vérifié pour tous les sous-groupes paraboliques standards très spéciaux (puisque 
cela correspond à certaines valeurs nulles de s^, ...) sauf dans le cas (C n ,ak),k pair, avec le 
sous-groupe parabolique Ps . 

Mais dans ce dernier cas 2Hq = H1 + H2, H\ et H2 étant dans la même orbite de Aut(g) (cf.3) 
8 de la démonstration de la prop.1.2.4) donc 
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Or les préhomogènes (ilo,ili) et (Hq,!^) sont des préhomogènes commutatifs de type {D^^a^) 

degré (-^2) ^ 

et les invariants relatifs fondamentaux sont de degré = — (même réf. qu'avant) 

ainsi les normalisations sont cohérentes avec la descente et les coefficients de la prop.3.7.3 
valent 1 (A\ = B\ = 1) donc C = ±1 et par la proposition 5.1.1 et le th. 6. 2.1 ii) on a 
o(7ri,7r 2 ) = p' B (7ri,7r 2 ) avec b 0tPl (s 1 ,s 2 ) = C.B(s 1 ,s 2 ). 

Il reste à vérifier que C = 1. Pour ceci on considère la même situation sur R c'est à dire le 
préhomogène ((0k)o, (0r)±i) pour lequel on a encore a(7Ti,7T2) = p' B (iri, 112), le coefficient p' 
étant cette fois-ci le coefficient de Tate réel, mais alors par le 2) du lemme 3.7.1 on a : 

□ 

La détermination des orbites pouvant s'avérer difficile notamment dans la proposition 5.1.1 
(cf.par exemple §8.2.3 et 8.2.4) et au vu des résultats du corollaire 3.6.3 et du théorème 3.6.5, 
on termine ce paragraphe par une situation particulièrement simple. 



5.3 Un cas particulier 

Dans ce paragraphe, on suppose que (A, Ao) n'est pas une F-forme de (£7,06) et que t / tg 
lorsque (A, Ao) est de type (C n ,ak) c'est à dire qu'on suppose que mt = 1. 

On note par H un sous-groupe particulier de F* contenant F* 2 : 

• soit M := F* 2 , 

• soit El contient chaque Xi(Gt) pour i = 1, ...,p, 

Pour u = (ni, ...,u p ) G (F*/]Hl) p on définit les ouverts (éventuellement vides) : 

O u = {x G 0i | Fi(x)M = m , F 2 (x)M = mu 2 , ...,F p (x)M = m...u p }, 
(noté également M1 ,..., Up ) 

01 = {x £ 0_i | Ff(x)M = u p , F£(x)M = Up-iUp , ...,F*(x)M = u p ...ui } 
(noté également 0* lv .. jUp ). 

On a : 

x G O u 44> x^ 1 G O*. 
Chaque O u (resp.O*) est invariant par (r\i<i<pKerxi)Ni. 

On définit également les fonctions Zétas associées, pour / G 5"(0i) (resp./i G S*(0_i)) : 
Z u {f;u) = Z(fl 0u ;uj) (resp.Z*(h;uj) = Z*(hl 0i ;uj) ) . 
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Soit x G Wk et x = X2 + X0 sa décomposition relativement à ad(h k ), on suppose que 7fc(x2, x o) 
(qui ne dépend que de la Gh k — orbite de x) est indépendant du choix de a; G Ul ,..., UïJ et on 
pose : %(u 1 ,u 2 ,...,u p ) = %{u) := "fk(x 2 ,x ). 



Proposition 5.3.1 Soit w G (F*/H) p . 

Lorsque W£ n 7^ 0, soii z = zo + z~2 G W 7 ^ H O^, on note s l'algèbre engendrée par zq et 
Zq 1 , s' celle engendrée par Z-2 et zZ\-, il := H(s) et il' := il(s'). 

On suppose que : 

1. Pourtoutir' G f)((F*) fe ) eiV(u,u) G (F*/H) fc x (F*/H) fe il existe une constante b { ^ +1 '-' Wp) 
telle que dans le préhomogène faiblement sphérique : ((Gt)zo-^fc,2,il±i) on a les équations 
fonctionnelles suivantes pour tout tt' G f2((F*) fe ) et Vv G (F*/H) fc : 

_ I n P2.Q-P2 -, 

Z;(3-(/);vr') = 2 6^ +1 '-' Wî ' ) (7r / )Z u (/;7r'*| f^^ lfc ) , V/ G S(ili), 

ue(w*/R) k 

avec b^u +1 ' "' Wp ^ = si l'un des deux ouverts est vide. 

(u est associé aux valeurs des invariants relatifs fondamentaux F\, ...,F k ) 

2. Pour toutn" G n((¥*) p - k ) et V(u',t/) G (F* /U) p ~ k x (F*/M) p_fc il existe une constante 
c^^i" ,Wk \ir") telle que dans le préhomogène faiblement sphérique : ((£n) 2 _ 2 -/Vfc ! o ) il±i) on 
a les équations fonctionnelles suivantes pour tout tt" G Q((¥*) p ~ k ) et\/v' G (F*/H) p k : 



_P0,2-P2 ^ 

Z* v ,(?(g);ir») = £ ^"'"'V)^; ^*\ \~~^ , V<? G 8^) , 
F* /HJ 



v'u''"' 1 "*^ = s * l'un des deux ouverts est vide, 
(v' est associé aux valeurs des invariants relatifs fondamentaux F*, F*_ k ) 

alors pour tt G fi((F*)P) et V(F*/H) G D' p et V/i G S(fli) on a : 

Z* v {3{K)-tt) = d v , u (ir)Z u (h;7r*\ \- N1 ") avec 

«e(F*/ïï) P 

dvuM = îk(ui, —,Uk, Vk+i, ...,v v )b < f h+1, '" , y) Jir').c} ui, '" ,u ^ w Jtt") 

u '" v ' IKy L: ' K ' " +± ' ' py (vi,...,v fc ),(ui,...,u fc )v ' (v k+1 ,...,v p ),(u k+1 ,...,u p )\ > 

lorsque u = (u±, u p ) et v = (v±, v p ), 

avec tt' = (n p - k+1 , ...,ir p ) et tt" = (in, 7T p - k -i, Yl p -k<j<p 7T j I P" fc )- 
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Démonstration: 1) On reprend brièvement la démonstration de la proposition 5.1 mais 



relativement aux ouverts O u et O*. 



Prenons u, v G (¥*/B) p tels que O u et O* soient non vide, / G C£?(O n ) et Re(ir) > 0. 

Posons u' = (ufc+i, u" = (ni, ...,it fc ) et u' = (v k+1 , ...,v p ), v" = (vi, ...,v k ), on a : 

r pi 
K<?{f)\«) = / C(y>)\F;_ k (yi)\^Z:,,(? iE2fi) ( lk ( .y^M ,y>) y)dy> , 



iE ,- 2 noi, 
par l'hypothèse faite sur 7 on a : 



% 2 ,ov ( t*( ,y' _1 )M ) = E 7 fe (^,^)% 2 ,ov(io>/( ,î/) ) 

: (f* /H) fc 



donc on a également : 



K»(3{E 2fi)y Xlk( ,y'~ l )h f { -y) = E %( U ;, î ; / )^"(9 r ( E2 ,oV(lo>/( ,2/') ;^) 



«>e(F*/Ei) fe 

et par l'hypothèse 1 : 

^(% 2 , oV (7 fe (,y , - 1 )^/(,2/ , );^ / )= E 7 fc K^",l(vr')^(^(,y');vr'*ir^^ lfc ) 

tye(F*/El) fc 

donc : 

Z*(37;vr) = ^ 7 fc (itf,u')6j! ) J (7r')J 1< , avec 

u>e(F*/H) 

_P1_ P2.Q-P2 - 



f Pl. P2.Q-P2 -, 

4,= / c(y') l^-fe (î/0 1 2d ' fc ^ (^/ ( , 2/0 ; t'* 1 1 k )dy 

JE l )- 2 C\0* vl 

f P2,0 

= / Z* v ,{3 {Eo2)x {S f {x+))-K»).\F k {x)\ d k ir'*(G(x))dx 

^ ( \ [' _ PU,2-P2 1 _p 2 .0 

£ c^,(vr")/ Z^(5/(x+);vr"*| | p -^|i^(z)f ^tt'*^*))^ 



w'e(F*/u) P k 



en utilisant l'hypothèse 2. d'où : 

A» = E c^y)Z (wM) {fy |-^) = cS(vr")Z tt (/;vr| \~™>) 



w'e(F*/H) P fc 



par choix du support de /, donc : 

z:(?f-y = %{ u \v')b^>^'y^>^z u {fy m 
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Ainsi V/ G C C °°(0 M ) et i?e(vr) > 0, on a : 

z* v {f^) = d v ^)z u (f-x\ \~ N ^) , 

et d V;U = lorsque O u ou O* sont vides (puisque O u = 44> M " = ou O u > = et idem 
pour O*). 

2) Lorsque H contient chaque Xi(Pt) pour i = l,...,p, les ouverts non vides O u (resp. O*) 
sont réunion de P^— orbites dans q'{ (resp. g^) donc pour Re(-n) > et O G O u on a : 
rfi),u(^) = S{o* | o*cO*} a o*,o( 7r ) ) par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour 
tout caractère tt donc | o*cO*} a o*,o( 7r ) est indépendante de l'orbite O G O u d'où le 
résultat. 

3) Lorsque M = F* 2 , pour v G (F*/F* 2 ) p , /i G S(g_i) et i?e(vr) > on a : 

Z «^ ; ^ = |F*/F* 2 |p ^ ( Il (ai,Vp...v p -i +1 ) S j Z*{h;7r.(ù ai ,...,û ap )) . 

(a 1 ,...,a p ) G (F*/F* 2 ) P 

Par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractère 7r donc, en appli- 
quant l'équation fonctionnelle abstraite à Z*(3 r (f); 7T.(ôj ai , ...,ûj ap )), on montre qu'il existe une 
fonction méromorphe en tt dépendant de l'orbite O, de u et de v, notée ao,n(u, v), telle que 
V/€S(fli): 

Z* v mf)^)) = E aoAw) Z(flono u ^*.\ \~ N1 *). 

{ue(¥*/F* 2 )p , orbites o | ono u ^0} 

Or, pour / G 6^(0 n O u ) et i?e(vr) > 0, on a : 

ao,n(u,v) = d VjU (n) 

donc par prolongement méromorphe, cette égalité est vraie pour tout caractère tt donc ao i7r (ti, v) 
est indépendant de l'orbite O rencontrant O u d'où le résultat. □ 

Remarque 5.3.2 1. Lorsque O u est inclus dans une seule orbite de Pi dans g"i, pour u 
et v dans D p , on dit que u ~ v 43- O u et O v sont dans la même orbite de Pt (ce qui est 
équivalent à O* et O* sont dans la même orbite de Pi) alors V/ G S(gi), vr G r2((F*) p ) 
et pour toute orbite O* de Pi dans g"-i, on a : 

Z* »(3-(f);7r) = Yl A *,o(*) Z o(f;K*\r Nlp ) avec 

{0\0 orbites de Pt dans g"i} 

(f*/h) j 

7 fc («i, .... « fc , wfc+i, . . . , w p ) fe^^. 1 . ; . . . , Ufc) (^0 c^^'^^^) , (Ufc+1 ,. . . (^" ) 

u = (m, ...,u p ), v = (v±, ...,v p ) choisis tels que O u G O et O* G O* (mais quelconques). 
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2. Lorsque H = F*, on normalise les invariants F\,...,F p de telle manière qu'ils repré- 
sentent tous 1 alors V/ G S(fli) on a : 

Z*(?(f);ir) = A(7r)Z(f;7T*\ \~ N1 ") avec 

^c^r) =^ci i>ftg:::::3,<x x^c^)^—^^...^^) - 



Terminons par les 2 exemples réels suivants pour lesquels l'invariant relatif fondamental F est 
de degré 4 donc B(H , H ) = -2 : 

• (Eq, «2) de type III réel c'est à dire que g est une algèbre de Lie de rang 2 et de diagramme 
de Satake de type EIII, (flô,flï) es t de type (£^,«2)5 donc (go>0i) est de type (£C 2 ,Ai) : 




(Ai est la restriction de ai et A2 de a,\ et également de «6) 



• (Et, a\) de type EVII réel c'est à dire que 5 est une algèbre de Lie de rang 3 et de 
diagramme de Satake de type EVII, (flô, flï) est de type (£7,0:1), donc (fjo>0i) es t de type 
(C 3 ,Ai): 



®- 



(Ai est la restriction de a±, A2 de «5 et A3 de «6) 

Dans les 2 cas le sous-groupe parabolique standard très spécial est donné par P = P(Hi,H2) 
avec H\ = h\ 1 et H2 = 2Hq — H\ = h^; H\ et H2 sont dans la même orbite de G. 

Indiquons également les différents sous-espaces qui interviennent ainsi que leurs dimensions : 
92 = £2,2 = A est de dimension 1, A étant la plus grande racine ; £^1 = g Xl+X2 est de dimen- 
sion 4d, g Al de dimension d + 2 d'où gi est de dimension 8 + 6d. 



Type réel 


EIII 


EVII 


A* 


Ai + 2A 2 


Ai + 2A 2 + A 3 


À 


2(Ai +A 2 ) 


2(Ai + A 2 ) + A 3 


d 


2 


4 
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La restriction de l'invariant relatif fondamental F\ (resp. P\) à U(KiÎ2)i = Al (resp. à 
U(Kiîl)i = q 11 est donc une forme quadratique anisotrope (chaque H(Riïj), i = 1,2, est de 
rang 1). 

Proposition 5.3.3 1. h(si,s 2 ) = s 2 (s 2 + ~^~) > ^(si, s 2 ) = s 2 (s 2 + — |— )(«i + S2 + 
2d + l,. 3d + 2 N 

—g— + s 2 + —g— )■ 

2. P a une seule orbite dans g"i. 

5. Soient («1,52) G (C) 2 , / G §(si) a/ors : 

3 

Z*(3 r f; (si, s 2 )) = Q(si, s 2 ) sin(7TS2) cos(7r(si + s 2 ))Z(f; (si, -si - s 2 - -d - 2) awec 

c d ( Sl) S2 ) = 4(2vr)- 2si - 4S2 - 3 ^ 6 r( S2 + l)r( S2 + 
r(«i + S2 + -^p) r (*i + ^ + \d + 2). 

Démonstration: 1) Dûe à la normalisation de B. 

2) Soit x et x' 2 éléments de l^t, décomposons x = x 2 + xo et a;' = x' 2 + Xq avec Xj 
et x^ G Ei(H{) n 01, alors x 2 et x' 2 sont dans la même orbite de Int(il(ILffi)o) car l'algèbre 
U(Kiîl) est de rang 1 et le préhomogène (il(IRffi)o,it(]RiJi)i) est commutatif (cf.par exemple 
démonstration de 6.1.7) donc on peut supposer que x 2 = x' 2 ensuite on procède de même avec 
xo et Xq dans le préhomogène commutatif ((il X2 )o, (iir 2 )i) avec il X2 := U(Mx 2 ©ILff 2 ©IRxg 1 )- 

3) On applique le 4) du théorème 3.6.5 ainsi que la proposition 5.3.1 avec H = R*. 

Soit x G Wt, x = x 2 + xo avec Xj G Ei{H\) Dgi alors on a vu que — x 2 + xo et x 2 + xo sont dans 
la même orbite de Ggj, donc la forme quadratique définie sur E-x-i par B(ad( ) 2 (x 2 ),xo) 
est de type (2d,2d) d'où 7i(x 2 ,xo) = 1. □ 

Remarques : 1) Cette proposition est bien connue lorsque si = ([M uro 2| ). 

2) La situation n'est plus aussi simple pour les autres formes qui seront traitées dans la 
section 8.2 (prop.8.2.6, cf. également prop. 8.2.11). 
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6 Le cas commutatif 



Dans cette section, on traite les équations fonctionnelles des préhomogènes de type com- 
mutatifs, bien que ces résultats soient connus en grande partie, comme cela a été rappelé dans 
l'introduction, afin de les exprimer dans nos notations et normalisations pour une utilisation 
ultérieure (cf. §8.3 qui traite du cas exceptionnel (£7,0:2) et remarque 5.2.3). 

Notation : cfi étant une forme quadratique non dégénérée, on note simplement 7(</>) la 
constante 7(r o </>) (cf.§3.6.2). 

6.1 Structure 
6.1.1 Rappels 

On considère le sous-groupe parabolique très spécial standard défini dans le lemme 2.3.2, 
Pq = P(h Xl , h\ n ), {A n , Ai} étant l'ensemble maximal canonique de racines orthogonales 
de Ai (l'ordre est inversé). 

On rappelle que le système de racines obtenu à partir des restrictions non nulles de A à 
to = (Bi<i<n^h\. est de type C n , qu'il existe une algèbre déployée, notée g, admettant to 
comme sous-algèbre de Cartan (prop.2.2.1 |Mu 3j ) et que : 

~ _ d n B 2d\B 

~ ~2B(H ,H ) [ ~ ~B{h Xv h Xi ) 

(d n = nd\ lemme 6.1.4) ainsi pour toute racine longue a de A on a B(X a , X_ a ) = d\. 

Pour i / j, soit E$ v = {x G 5 | [h x .,x] = ux , [h Xj ,x] = vx , [h Xk ,x] = pour 
1 < k ^ i, j < n} le sous espace associé à la racine — — 3 - de R (u,v = ±1). 

Proposition 6.1.1 1. Pour 1 < k ^ r < n, e\"\ 7^ {0} et il existe un élément de Aut e (go), 
gk, r dont la restriction à ©i<i< n Ai soit une involution qui se réduise à l'identité sur 

®l<i=ék,r<n9 Xl et g k:T (Q Xk ) = Q Xr . 

2. Il existe un système de Chevalley , (X M , h^, X_ M ) Me # ; de (fl,to) tel que toutes les formes 

quadratiques fx^Xj définies sur E l J_\ 1 par f^-Xi (A) = \B{ad{A) 2 {X Xi ),X_ Xj ) sont 

2 2 
équivalentes et représentent d\. 

3. Dans le cas réel, on peut supposer de plus que @(X X .) = X^ x .,i = 1, ...,n, O étant une 
involution de Cartan telle que Q/a = —id. 

4- Pour toute orbite non réduite à {0} de G dans gi, il existe j £ {l,...,n} telle que cette 
orbite rencontre ©i<i<j(g A ' — {0}). 

Démonstration: l)-2) C'est la démonstration de la prop.4.1.1 |Mu 3j ) qui convient égale- 
ment lorsque dim(g Ai ) > 1 pour i = l,...,n (cf.également la démonstration du 1) du lemme 
6.1.7). 
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3) Lorsque F = M on a [9{X x J,X Xt ] = ah Xi avec a = É{Q{X X J,X X J > donc 

(^X Xi ,h Xi ,Q(^=-X Xi )) 
est encore un s/2-triplet d'où le résultat (cf.lemme 1.1.7 de |Bo-Ru 2] ). 

4) est une conséquence de la prop.5.2.2 de |Mu 2j et du 1) de cette proposition. □ 
On normalise les invariants relatifs fondamentaux par : 

i = l,...,n : Fi{ ^2 X Xj ) = 1 donc F*( ^ X_ Àj ) = 1 pour z = 1, n. 

l<7< n l<?< n 

On note E := Ej_^ 1 , / := f x 1 -x 2 , d est la dimension commune des sous-espaces E± 1±1 , et 

' 2 ' 

5 := (— 1)' âl. discriminant de /. 
On rappelle que : 

g = 0-i0So ©0i 

0-1 = ©l<i<n0~ Ai ©l<î<j<n ^-1,-1 

01 = ©l<i<n0 Ai ©l<i<j<n -E'i'i 

00 = E{Q)®i< l<j < n {É i l{ l ®E^_ 1 ) 

E(0) = ^i<i< n E {h x .) • 
En raison des relations de commutation : 

W k) = ® 1 < l < n ( 5 A < - {0}) (resp. = ® x <i< n (0" A * - {0}) ) 

et F/Wtg = T\i<i< n Gi (resp. F* /W£ = Y\i<a< n G*), Gi étant l'invariant relatif fondamental 
du préhomogène (Eo(h Xi ) H0o,0 Ai ) normalisé par Gi(X Xi ) = 1 donc G*, invariant relatif fon- 
damental du préhomogène dual, vérifie G*(X__ X .) = 1 (Gi = F\ et F* = G*). 

Définition 6.1.2 Le préhomogène (0o, 0i) est dit presque déployé si les sous-espaces radiciels 
Ar ,r = l,...,n sont de dimension 1. 

Lorsque % 1 G A, /o est la restriction de / à 2 et e est la dimension de 2 ; on 
rappelle que : 

Lemme 6.1.3 1. f représente d\. 

2. est de rang n f est anisotrope. 

3. Lorsque (0o>0i) est presque déployé : 

i) f ~ /o © fi} fo est anisotrope et fi est hyperbolique. 

ii) Lorsque n > 2,^2 ~ — f® la forme hyperbolique à deux variables. 

iii) Lorsque e = ou bien e = d, f et af, a G F*, sont équivalentes 44> a est un élément 
de f(E)* à l'exception du cas d = 3 lorsque F est un corps p—adique. 

iv) f(E)* C ni<i< n _iXj(P ). 
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Démonstration: 1. résulte du 2. de la prop.6.1.1. 

2. résulte de la démonstration du 2) du lemme 4.1.3 de |Mu 3j . 

3.i) Ce résultat, bien connu dans le cas réel (lemme 2-22 p. 49, |Bo-Ru 2] ). résulte d'un simple 
calcul puisque pour fi G A-^i = {fi G A |n(/x, A2) = —n(/j,, Ai) = 1} on a // = — (fJ,+Xi — A2) G 
A_i,i or : 

Sm( A i)( /i a 2 ) = (Ai - n(Ai,/z)/i)(/i A2 ) = -n(Ai,/i) < 2, 
et l'égalité : n(Ai,/i) = — 2 s^(Ai) = A2 donc // = x ' 2 est une racine courte, ainsi : 



A-i, 



{/Ui ,^ := -(/^ + Ai - X 2 ),i = 1, ...,/i} si e = 
{^i^,Atj := -(Mi + Ai- A 2 ),» = si e > 0, 



2 ' < 

les racines {/ij ,^,1 = 1, ...,Zi} ayant même longueur que Ai. 

A 2 — Ai 

Par dualité de la forme de Killing, on a pour Aq G 5 2 et Xj, G F, i = 1, l\ : 

h h 
f^(^^+y t X^) + A ) = f(A ) + ^2x l y l B([X, i ,X Xl ],([X K ,X^ 2 ]), 

i=l i=l 

Tout A G g 2 — {0} se complète en 1 s£ 2 ~triplet (A,h\ 2 — h\ 1 ,B),B G Q 2 — {0}, 
donc ad(A) 2 est une bijection de jj Al sur q X2 qui sont de dimension 1 d'où 3x G F* tel que 
ad(A) 2 (X Xl ) = xX x , 2 et f(A) = § + 0. 

3.ii) Soit a; = aiX^ +02^^ +y, y G , <i2 7^ 0, alors par le calcul habituel (cf. démonstration 
du lemme 1.1.1) : 

B(ad(y) 2 (X„ Xl ,X„ X2 ) 



x = exp(ad(A))(aiXx 1 + bX\ 2 ) avec h = a 2 



2a\B(X\ 2 ,X^\ 2 ) 
donc avec les normalisations choisies : 

F 2 (x) = a 1 b = a 1 a 2 - f(6 Xxi (l)(y)). 

3)iii) Comme / ~ /1 ou bien / ~ /o, 3.iii) est évident dans le cas réel puisque /o est définie 
positive et dans le cas p— adique car alors d < 4 et / représente 1. 

3. iv) résulte de la démonstration du 1) du lemme 4.1.3 de |Mu 3j . □ 



Lemme 6.1.4 Soit d = 2 - - alors : 

(d n - l)d n 

d = (di) 2 d , N = = —(nd\ — 1) + 1 et dk = kd\ pour k = 1, n. 

Démonstration: 1) Comme tous les sous-espaces g A ^ , j = 1, ...,n, sont conjugués et qu'ils 
commutent, la relation sur les degrés des invariants s'établit par récurrence sur n (cf.lemme 
1.4.7). 

2) Lorsque ({3o>3i) est quasi-déployé, est de degré k pour k = l,...,n (prop.3.2 de 
|Mu 3j ) donc d-y = 1 et d = d. 
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3) Lorsque dim(cj Al ) > 1, sur une extension algébrique convenable de dimension finie de 
F, notée E, g := g (g)j E est déployée, on a alors les égalités suivantes : 

d n = nd\ 
dim(g^) = dl + {dl ~ 2 l)dl d 

dim(gT) = d n + ^— ^ dn d 

( j-^ 1 ) 77. 

dim(gi) = redim(g Al ) H d d'où le résultat. □ 

Pour des raisons de normalisations, on redonne le résultat suivant déjà connu ( |Fa-Ko| , |Bo-Ru 2) ) 



Lemme 6.1.5 F = M : le polynôme de Bernstein associé à (-PoîSi) est donné par : 

n—l di — 1 ^ 

(si,...s„) G C n : b( Sl ,...s n ) = H H ( Si + -(j + dxk) ). 

fc=0 3=0 n—k<i<n 

Démonstration: On applique la proposition 3.7.3 en notant que par le choix de la norma- 
lisation de B on a : 

k = l,...,n B( J2 >iAii J2 h *i) = ~ 2d ^ 

\<i<k l<i<k 

et on a d\ = 1 ou 2 donc pour (s±, ...s n ) S C n on a : 

n—l (ii — 1 

I V .s. + } 



b( Sl ,... Sn )=(c- d TU n ( e ) 

fe=0 j=0 n—k<i<n 



avec : 



lorsque di = 1, C = B(X Xl ,X^ Xi ) = 1 
" >h x h\. 



• lorsque d\ = 2 , C = B(-^, -^ L ) = — 1 (remarque 3.6.6). □ 



Remarque 6.1.6 Rappelons la terminologie utilisée dans JBo-Ru 3% ). on dit que : 

• (flO)fli) es t de type I lorsqu'il est presque déployé et f est anisotrope 4=> rang (g) = d n . 

On a donc e = d et d < 4 dans le cas p—adique. 

• (flO)fli) es t de type II lorsqu'il est presque déployé et f est isotrope 44> rang(g) > d n . 

On a donc 7(/) = 7(/o)> e < d et g est déployée 44> e < 1 (démonstration du lemme 6.1.3). 
e = lorsque n > 3 (cf. tableau 1). 

• (goifli) es t de type III lorsqu'il n'est pas presque déployé 4=> rang(g) < d n . 

7* /H7*2 



Pour u € (F*/F ) , O u et O* ont été définis dans le §3.5. 
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6.1.2 Le type III 



Par les tables de |Wa| et |Vej (cf. également le tableau 1 et les tables de [Bo-Ru 2| p.222- 
224), les cas possibles, en dehors du cas où g est de rang 1, sont : 

i) (A,a ) = (A 2nm -i,a nm ) et (A,A ) = (A 2n -i,a n ) avec m > 2 

ii) (A,a ) = (C 2n ,a2n) et (A,A ) = (C n ,a n ). 

Les démonstrations sont faites cas par cas ainsi dans le cas ii) lorsque F est un corps 
adique, on supposera la caractéristique résiduelle différente de 2, pour des raisons techniques. 

Lemme 6.1.7 SoUxq G on suppose que l'application de E dans Q^ 2 définie par ad(A) 2 (xq) 
est surjective alors : 

1. Les orbites de G et de Ker(xn) dans 0i — sont les mêmes et ont pour représentants : 

2. Dans le préhomogène (il(F/i^ n )o,il(F/i^ n )i), (AutQ(H(¥h\ n ))f ln _ 1 a n orbites de représen- 
tants : 0, Y2i<j<i , i = 1, .., n — 1 et P® 1< . <n _ 1 ¥h x a, une seule orbite dans il(F/iA n )i" • 

Démonstration: 1) Tout élément A G E k _f xx pour lequel il existe x G g Afc tel que ad{A) 2 {x) ^ 

se complète en un s/2-triplet (A, h\ r — h\ k , B) avec B G £'^'^ 1 (cf. démonstration du lemme 
2.2.2 de |Mu 3j ) par conséquent l'automorphisme élémentaire : 

g A = expad(B)expad(A)expad(B) .gk, r G 
se réduit à l'identité sur ©i<j<njyfc,r5 Aj \ sur A J (resp. g Afc ) à ^ad(A) 2 o g k r (resp. ^ad(B) 2 o 

9k,r)- 

2) Soit x G Qi — q[, on peut supposer que x = J2i<i<j x i> x i e Q Xi ~ {0} (4 prop.6.1.1). 

Soit i G par 1) il existe A4 G E\ n _ x et une involution g a. G G^ fi G e réduite à 

l'identité sur ©i<ft< n -i,fc^i0 A& telle que gAi(%) = Y^i<k<j,k^i x k + x \i puisque l'application 
est surjective d'où 1. et 2. puisque la restriction des g Ai à il(Fh\ n ) est dans Auto(ïl(Fh\ n )).n 

Proposition 6.1.8 1. Dans le cas réel ou bien dans le cas ty-adique lorsque (A,ao) = 
(A2nm-i,&nm) et (A, Ào) = (^2n-i j ««) a^ec m > 2, Pq a une seule orbite dans g"i 
G a ra + 1 orbites dans Qi de représentants : 0,^2 1 <j <i X\ j ,i = l,..,n. Les orbites de 
Ker(xn) dans q± — g[ sont les mêmes que celles de G. 

2. Lorsque F est un corps ty-adique et que (A,ao) = (C2n,«2n) e t (A, Ao) = (C n ,a n ), G a 
trois orbites dans lorsque n = 1 et pour n > 2 il y a quatre orbites en bijection avec 

Les orbites de Pq dans g"i (resp.g" -±) sont données par O u (resp.O* u ) avec u décrivant 
(F 1 (g^-{0})/¥* 2 r. 
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Démonstration: 1) Lorsque g est de rang 1, on montre que Ker(xi) agit transitivement 
sur {x G Qi\F\(x) = u}, u G F* étant représenté par F\. 

a) Lorsque F\ est une forme quadratique (donc anisotrope), on sait que SO(P) agit transi- 
tivement sur {x £ Q\/P{x) = t}. Soit U le sous-groupe algébrique connexe de Aut(g), d'algèbre 
de Lie q' = [fl O ,0o], alors U C (Kerxi) - 

On considère l'application de restriction, notée /, de U dans O(P), qui à g de U associe la 
restriction de g à fji. / étant continue , f(U) est un sous-groupe connexe de O(P) donc un 
sous-groupe de SO(P) , comme le noyau de / est réduit à l'identité , on a : 

dim £(U) = dim £(f(U)) = dim g' 

Il suffit donc de vérifier que 

(1) dim g' = dim (£(SO(P))) 



pour avoir f(U) = SO(P), ainsi tout élément de SO(P) se prolonge en un élément de AutoÇg) 
normalisant gi , donc par dualité , il normalise également Q-i, et par engendrement également 
0. Ainsi tout élément de SO(P) se prolonge en un élément de Ker(\i). 

Notons que lorsque F = R, U est un groupe compact donc f(U) également ainsi f(U) est 
un sous-groupe analytique compact de SO(P), donc f(U) est un sous-groupe algébrique de 
SO(P) ayant la même algèbre de Lie donc f(U) = SO(P). 

dim (£(50(P))) = dim(gl)(di 2 m(0l) = 1} 

La vérification de (1) est immédiate à l'aide des tables de [ Waj . |Ve| et du tableau 1, en effet les 
diagrammes de Satake correspondants aux cas absolument irréductibles, commutatifs, de F- 
rang un, très réguliers, ayant un invariant relatif fondamental de degré deux, sont les suivants : 

• — © — • dim flo = 6 , dim g± = 4, 

© — • — • •— e^» dim (q' q ) = (n - l)(2n - 1) , dim(gi) = 2n - 1, 

® — • — • •— • — • — • dim (q' q ) = (n- l)(2n - 3) , dim(fli) = 2(n - 1), 

®=^_« dim (q' ) =dim (fli) = 3. 

b) Lorsque F\ n'est pas une forme quadratique , q est isomorphe à sfafi}), © étant 
une algèbre à division et F est un corps p-adique. 

Donnons une brève description de (flojfli) lorsque g s'identifie à sfanfà)- Ce cas est le même 
que s/2n(F). On a 

On J-n 



Hn 



01 = { (on oT ) aveci " GM ^ e - 1 = { \B n n On ^ avec i?„ G ^„ X „(E0} 
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il(F(2i?o — h\ n _ i+1 ) est l'ensemble des matrices ayant tous ses éléments nuls sauf ceux dont les 
indices des lignes et des colonnes appartiennent à l'ensemble {n — i + l,n + i}. E est l'ensemble 
des matrices ayant tous ses éléments nuls sauf celui situé sur la n — 1 ligne et n colonne ou 
bien celui situé sur la n + 1 ligne et n + 2 colonne. 

Dans le cas n = 1, 0i s'identifie à D, l'invariant est alors donné par la norme de D, notée N, 
G s'identifie à D* x D* opérant par x — > axb~ l . U contient {x G D / iV(x) = 1} qui opère 
transitivement sur l'ensemble {x G D / iV(a;) = t}, i G F*. Notons qu'ici G a deux orbites dans 
01. □ du rang 1. 

2) Évident dans le cas réel puisque Xi(Gto) = ^* + e ^ Fi(x) > pour i = 1, ...,n, de 
plus GfQ (resp. Ker(xn)) opère transitivement sur ©i<i<jfl Ai — (resp. lorsquej < n) par 1) 
et toute G— orbite non réduite à {0} rencontre ©i<i<j0 At — 0. 

3) Pour le cas sfanfà), ^ étant une algèbre à division. 

Vérifions que l'hypothèse du lemme 6.1.6 est vérifiée et pour ceci on peut supposer n = 2. 
On a : 



tion est surjective sur 2 lorsque x est non nul. On peut appliquer au préhomogène (0o,0i) 
le 1) du lemme 6.1.6. 

Comme on peut toujours plonger s^nO^)) dans s?2ri+2(ID ) ) de la manière suivante : 



On peut appliquer au préhomogène (0o,0i) le 2) du lemme 6.1.6. 

Notons que dans le cas p-adique, Xi(G) = F* pour i = 1, n car la norme est surjective sur F. 

4) Le cas (C2 n ,a2n) non déployé 
La démonstration se trouve dans le §6.1.3. 

6.1.3 Le cas (C2 n) a2n) de type III 

Le cas traité correspond au diagramme de Satake suivant : • • c^e^@ 






110 



Lorsque F est un corps local non archimédien, on suppose la caractéristique résiduelle 
différente de 2. 



• La description du cas (Ci, ai) déployé 

( A B 

s'identifie à l'ensemble des matrices de la forme : ( „ ) où A, B, C, D sont des ma- 



x C D 

trices carrées d'ordre l telles que D = — l A,B et C sont symétriques, (cf. N.Jacobson, Lie Alge- 
bras, Interscience, 1962) 

La forme de Killing est donnée par la relation suivante :B(U, V) = (21 + 2)irace(U.V) 
2Hq est alors donné par : 2Hq = ( J ) , Oi étant la matrice carrée d'ordre l dont tous 



. °; -h . 

les coefficients sont nuls et Ii la matrice carrée d'ordre l dont tous les coefficients sont nuls 
sauf ceux situés sur la première diagonale qui sont égaux à 1 
Un calcul facile donne : 



31 



{ 



0* U 
0i o, 



) u^u&miï 0-1 = i(u l o! ) u-v^mA 



On identifie ainsi Q\ et g_i à l'espace des matrices symétriques ayant l lignes. 

L'action de Aut(g)H = Aut$(o)H ( |Bou 2j . chapitre 8, n°3, corollaire 2) (resp.G e ) s'identifie 

à l'action de l'ensemble des matrices : 



{g = f ^ [j/a^ 1 ) aV6C ^ ^ ^* ^ inversible} (resp : \i = 1 et det(A) = 1) 
agissant par la conjugaison usuelle , ce qui donne avec les notations ci-dessus : 

g(U) = ^ l AU( l A) 

on a ainsi, modulo l'action du centre, l'action usuelle de Gk (F) sur les matrices symétriques. 

a peut être choisi comme l'ensemble des matrices diagonales de g, et Pq correspond aux élé- 
ments g pour lesquels la matrice A est triangulaire supérieure. 

Pour X G OJlijjXj, désigne la matrice tronquée à i, lignes et i colonnes obtenues en conservant 
les lignes et les colonnes comprises entre l — i + 1 et l. 

Les invariants relatifs fondamentaux (non normalisés) et les caractères associés sont alors 
donnés par : 

Fi(U) = det(Ui) X (g) = ^ l (det(Ai)) 2 . 



• La description du cas (C2n,d2n) de type III 

Soit E l'extension galoisienne sur laquelle se déploie , on a E = F(y / ë), e étant une unité qui 
n'est pas un carré f[Ve|). 

On note par x la conjugaison de x dans E et (., .) le symbole de Hilbert défini sur F* x F*. 
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Si on identifie g <8>f E à l'espace des matrices donné précédemment, g s'identifie alors à 

{X G g ® F E / TXT- 1 = X} avec 



( h o o \ 





p 

1 



avec ((3, e) = —1. 



V o ...o / 

On peut remarquer que J 2 = (5Id. 

En particulier gi (resp.g_i) s'identifie à l'espace des matrices symétriques de 9JÎ2n,2n(E) véri- 
fiant la relation 

Jjj = U{ l J) (resp. (* J)V = UJ ) 
On note avec un E en indice, tous les groupes précédents provenants de g <S>f E. 

Comme g±i engendrent g, on a 

G E n Aut(fl) = {g G G E /g(Qi) C gi} 
et son action s'identifie à l'action des matrices 

{g = ( t^A-i J avec A* ^ E* , J^4 = ±AJ A inversible} 



. 0* /j, A' 

agissant sur gi (resp.g_i) après identification matricielle par : 

g (U) = n^AU^A) (resp. g(U) = ^A^UA' 1 ). 

Notons que 

ChJE) = {A G G 2 „(E) JÂ = ±AJ} = Gi U v^Gi avec G x = {4 G G 2n (E) JÂ = AJ}. 
Donnons la description de chaque h\ n _ i+1 , 1 < i < n, ils sont représentés par les matrices 



avec 



/i£j = si A;// ou si fc = Z £ {2i - 1, 2ï,2(ra + ï) - 1, 2(ra + »)} 

n 2i-l,2i-l - a 2i,2i - L - a 2(n+i)-l,2(n+i)-l ~ ' l 2(n+i),2{n+iy 

La sous-algèbre U.(¥(2Hq — h\ n i+1 ) correspond aux matrices de g dont tous les éléments 
Ukj sont nuls , sauf ceux tels que k et l appartiennent à l'ensemble {2i — l,2i,2(n + i) — 
l,2(n + î)}. Les sous-espaces g A «-*+i ( resp.g~ A ™- i+1 ) correspondants sont les matrices Ï/W de 
gi dont tous les éléments Ukj sont nuls , sauf ceux tels que k et l appartiennent à l'ensemble 
{2i — 1, 2i} ( resp. {2(n + i) — 1, 2(n + i)}). En particulier, l'écriture sous forme de matrices 
(2, 2) donne 

pour g Al : D = {X a ^ b = ^ ^ ^ avec a G E 6 G E} 
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pour g 



-Xi 



^' = {Y a , b = ( £ h m ) avec a G E b G F} 



On a 



det(X a fe) = aa(3 — b 2 = (x 2 — ey 2 )(5 — b 2 a = x + yfey, x, y G F 



ce qui donne lorsque ¥ = R (e = (3 = -l) : det(X ajb ) = - (x 2 + y 2 + b 2 ). 

La normalisation des invariants relatifs fondamentaux dépend du choix du s^-triplet de base : 
(X\ 1 , h\ 1 , X_Ai)- Dans cet exemple on convient de prendre : 

X\ 1 correspond à Xo t i alors X_\ 1 correspond à io,-i 

ainsi à l'identification matricielle près : 

F U(¥(2H -h Xl ))( X a,b) = -det(X a:b ) et ^H(F(2iïo-/îA 1 ))( ya '^ = ~ det ( Y a,b) 

c'est à dire que l'un des coefficients de la forme quadratique anisotrope à 3 variables et réduite 
sous forme de carrés, est un carré alors e = — discriminant (Fi). 



Gt,, correspond aux matrices dont les éléments A sont de la forme : A = 

(resp. Po correspond aux matrices dont les éléments A sont de la forme : A 
les matrices Aj,z = 1, ...,n, ayant 2 lignes et 2 colonnes. 



/ A l \ 
A 2 



V ...0 A n j 

I A\ * * \ 
A 2 * 

V ...0 A n ) 



Tout élément de G^nGi s'étend en un élément de C\G\ centralisant (Bi<j< n ,j^i9 Xj puisque 
toute matrice inversible à 2 lignes et 2 colonnes vérifiant l'égalité IpA = AIp s'étend en un 
élément A par : 

(h \ 



A^A 



Description complète du cas (C4, 04) : 







A 







h J 



= { 



( Ai A 3 Bi B 3 \ 

A4 A2 *-E?3 i?2 

Ci C 3 -'Ai -*A 4 



Ai,Bi,Ci,B,C G 97Î2,2(F) avec: 



\ 'C 3 C 2 -*A 3 -*A 2 / 

Bi , B2 , Ci , C2 symétriques et : 
1 < i < 4 : J^Âj = A,/^ , 1 < j < 3 : I p B j = B^Ip) et (%)Cj = Cjlp } 
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1 ( resp.0 correspond au sous-ensemble précédent dont tous les éléments sont nuls sauf 
peut-être B2 ( resp. C2). ii(F(hi) (resp. il(F(/i2) ) correspond au sous-ensemble précédent dont 
tous les éléments sont nuls sauf peut-être ceux qui portent un indice 1 ( resp. 2). E = E x _^ 1 
correspond à l'ensemble des matrices représenté par A3. 

L'action de E sur Al définie par \ad( ) 2 est représentée matriciellement par B\ := A^B2( t A^) 
lorsque l'élément de E est représenté par A3, celui de Al par B2 et celui de A2 par B\. 

Pour x G Al , y G _A + la forme quadratique f X:V est donnée dans la description des matrices 
ci-dessus par : 

IéD FéD' A fxy{A) = cste.Trace(AX( t A)Y) 

avec H = {(^ & ) a, b G E} = G, U { ( ° Q °). 

• On rappelle que les orbites du cas de rang 1, (62,02), sont en bijection avec i ? i(0 Al — 
0)/F* 2 . 

Lorsque F est un corps ^3-adique, les représentants de Fi(q Xi — 0)/F* 2 contiennent {1, j3, e(3}, il 
y a égalité lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2 et Xo,i, -^1,0, -Xa,o (resp.Yo,i> 
^1,0) ^a,o)) avec aâ = e, sont des représentants des orbites non réduites à dans D (resp. B'). 
De plus, comme le produit de deux éléments de F x (0 Al - 0)/F* 2 décrit F*/F* 2 , F t décrit F* 
pour i > 2. 

Lorsque deux matrices X et X' de B vérifient l'égalité det(X) = det(X') (modulo F* 2 ), il 
existe A dans G^^nGi tel que gX( l g) = X' puisque X et eX sont dans la même G\— orbite 
et que X et X' sont dans la même (?2(K) (cf. le cas de rang 1). 

Soit x G O u supposé non vide, alors il existe g G Nq et x\ G Q X %i = l,...,n, tels que x = 
9(Ei<i<n x i) et Gi(xi) = m (mod(F* 2 )) pour i = l,...,n, donc chaque m G Gi(0 Al )*/F* 2 = 
Fi(0 Al )*/F* 2 (toutes les formes quadratiques Gi sont équivalentes à F\ par construction) d'où 
O u est une seule Po-orbite par le résultat de rang 1 rappelé ci-dessus et parce que chaque 
X*CPo)=F* 2 . 

• Fin de la démonstration du 2. de la proposition 6.1.7 

Elle se fait par récurrence sur n, le cas n = 1 étant rappelé ci-dessus. Les orbites de G et de 
G\ sont donc les mêmes. On peut toujours supposer que x et x' appartiennent à ©i<i<n(0 Ai — 0) 
et on note Xi (resp.Xj' ) les différentes composantes. On a : 

(-l) n F n (x) = [I det(X t ) = (-l) n F n {x r ) = I] det(Xi) (F* 2 ) 

l<i<n l<i<n 

Notons {ej , i = 1,2,3} = Image{F\) /F* 2 et soient rii (resp. n'A le nombre de composantes 
X k ( resp. X' k ) de x (resp. de x' ) telles que Act{X k ) = -e { (F* 2 ) ( res. det(X' k ) = -e { (F* 2 )). 
Comme on a supposé que la caractéristique résiduelle est différente de 2, et que 77-1 + 722 + 723 = 
n\ + n' 2 + 77,3 = n, on obtient pour tout i : m = (modulo 2) , ainsi on a deux cas : 
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a) il existe i tel que rij = = 1, il suffit alors d'appliquer le résultat du cas n — 1, car on 
peut toujours supposer que X\ = X[ ( cf. l)prop.6.1.1). 

b) Pour tout i, on a rij = r>! i = 0. Il reste alors à montrer que deux éléments de la forme 

x o 2 \ / y o 2 
o 2 i J \ o 2 y 

sont dans la même orbite lorsque det(X) det(Y) n'est pas un carré, ce qui termine la dé- 
monstration du cas n = 2. Il suffit ensuite d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour le cas 
n - 2. 

Démonstration du cas n = 2 : 

i) Considérons le polynôme du second degré, à coefficient dans F, défini par 

l(u, v) = det(uX -Y)-v 2 det(X) u, v G F 

On peut l'écrire 

l(u,v) = det(X)(u 2 -v 2 ) + 2udet(X)C{X,Y) + det(Y) 

= det(X)(u + C(X, Y)) 2 - v 2 det(X) + det(Y) - det(X)C(X, Y) 2 

Comme la forme quadratique u 2 — v 2 est isotrope , elle représente F d'où il existe un couple 
(u, v) tel que l(u,v) = 0. 

Soit (u, v) tel que det(uX — Y) = v 2 det(X), nécessairement uv / car X et Y ne sont pas 
dans la même orbite ainsi il existe un élément B de GL2(K) n G\ tel que 

Y = uX + B{uX){ t B). 

ii) Soit A la matrice de OJt^ (F) définie par : 

A - ( M2 B \ alors ■ 

A ~ V -X( t B)X- 1 Id 2 J alOTS • 

donc det^ / et det(F) = det(Y') (F* 2 ), on vérifie facilement que A est un élément de 

S(E)nGi. □ 

• Indiquons également les caractéristiques de f X}V : 



Lemme 6.1.9 La classe d'équivalence de fx,Y,X G D — 0, Y £ W — 0, ne dépend que de 
l'orbite de X dans D et de l'orbite de Y dans W et fx,Y a pour discriminant un. 
Lorsque F = M, / ~ fx,Y o, pour signature (2,2). 

Lorsque F est un corps ty-adique de caractéristique résiduelle différente de deux, l'invariant 
de Hasse de fx,Y vaut — (Si, det(X). det(Y) ).(— det(X), — det(Y) ) = j(fx,Y), avec Si = 
— disc(F\ ) . 
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Démonstration: Il suffit de faire la démonstration pour la forme quadratique 

f X y(A) = cTraœ{AX{ t A)Y) c / A G M 

Un calcul immédiat donne fBXtBSCYciA) = /x,y(CAB) d'où la première assertion. 
Le discriminant (noté "dise") de cette forme quadratique est un polynôme en X et Y, rela- 
tivement invariant donc à Y ( resp. X) fixé, c'est un invariant relatif de g Al (resp. g~ x ' 2 ) 
d'où 

disc(/ x ,y) = cste.(det(X)) p .(det(Y)) q 

Comme 

disc(tf x ,Y) = disc(/tx-,Y-) = disc( fx,ty) = t 4 disc(/x,y) 
on a p = q = 2 ainsi fx,Y a un discriminant constant qu'il reste à calculer. 

Rappelons que par normalisation, la forme quadratique anisotrope iq est équivalente à X 2 + 
aY 2 + bZ 2 avec disc(iq) = ab = -e. 

Prenons X = Xo,i et Y = Yq ; i, le calcul donne : 

fx i,Y i (A) = 2cste(aâ + 0bb) avec A = 

d'où le discriminant de fx,Y vaut 1. 

1) Lorsque F = R, / ~ fx,Y a pour signature (2, 2). 

2) Lorsque F est un corps ^-adique de caractéristique résiduelle différente de deux, on a 
i{Îx,y) = hx,Yi hx,Y désignant l'invariant de Hasse de fx,Y, il y a seulement deux classes 
d'équivalence de telles formes quadratiques selon qu'elle représente (alors hx,Y = 1) ou non 
(alors h x ,Y = -1) QO'MJ). 

Soit h'(X,Y) = -(e,det(X)det(y) ).(- det(X), - det(F) ), on vérifie que h x ,Y = h'(X,Y) 
dans chaque cas. 

On a 

h'(X dfi ,Y dfi ) = -(-(3dd,-(5dd) = -(-pdd,-l) = -((3dd,-l) 
et fx d>0 ,Y d>0 (A) = (3d~dfi(a) + fi(0db) avec /i(o) = /i(ai + \/êa 2 ) = a 2 + â 2 = 2{a\ + ea 2 2 ) 

d'où fx d0 ,Ydo représente si et seulement si il existe a dans E* tel que —(3ddfi{a) soit 
représenté par f\ c'est à dire que 

h x d , ,Yd,o = (-f3dd, -e) = -(f3dd, -1) 

parce que la caractéristique résiduelle est différente de 2 ( rappelons que dans ce cas (—1,-1) = 

(e,-l) = l). 
On a : 

fx a , ,Y lt0 (A) = 0Î2{â) + f 2 (0b) (resp. fx 1>0 ,Y a , (A) = (if 2 {a) + f 2 {0b) ) 

avec f 2 (a) = aa 2 + cm 2 . Après réduction de f 2: le calcul direct donne hx a ,Yi o = ,Y a = 
09,-1) =h'(X afi ,Y lfl ) et 

fx dfi ,YA A ) = 2(3{dab + dab) (resp. fx 0il ,Y d ,M) = 2l3{adb + âdb) ) 
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s'annule pour a = d = letb = ^/ê donc hx d ,Y ,i = hx 0>1 ,Y di0 = 1 = h'(X dj0 , F ,i)- 



□ 



Remarque : La constante "Yi(k),j(r) donnée dans le ii) p. 498 de la note aux CRAS Paris 
(I.Muller- Décomposition orbitale des espaces préhomogènes réguliers de type parabolique 
commutatif et application, t. 303, Série I, n°ll, 1986, p. 495-498) est erronée puisqu'elle est don- 
née par j(fx,y) donc dans les notations de cette note on a Ji(k),J(r) = a i(k) a J(r)){ a i(k)i a J(r))- 

6.1.4 Calcul de 7 fc 

Pour x dans Al — {0}, y dans q~ X2 — {0}, on considère la forme quadratique définie sur E par 

f x , y (A) = ±É(ad(A) 2 (x),y), 

et pour u, v E i ? i(g Al — {0}), soit j(u, v) := j(f x , y ), avec F\(x) = u et G\(y) = v, ce qui 
est bien défini puisque G^ opère transitivement sur {x £ W\ \Fi(x) = u±...Ui (F* 2 ) ,i = 
1, n}, (ui, u n ) G F* n (cf. démonstration de la prop.6.1.7). 



Lemme 6.1.10 1. Pour le type I avec d = mod(4), ou bien le type II avec e = 0, ou bien 
le type III on a 6 = 1. 

2. Dans le cas réel on a : 

1 1 pour le type III et le type II avec e = 0, 
I (—1)4 pour le type I avec d = mo<i(4). 

et dans le cas p—adique, j(f) = — 1 pour le type III (C n ) et pour le type I avec d = 4. 



j(u,v) = < 
Pour les types I et II : 



j(u,v) = j(uvf) = j(uvf ) = -y(uvF 2 ) 



j(f) pour le type III réel et le type III (A n ), 
— (Si,uv)(u,v) pour le type III (C n ) p — adique. 



1 pour le type II avec e = 0, 



(ô, uv)'y(f) pour le type I avec d pair. 
4- Soient k, 1 < k < n — 1, x = x 2 + xq G Or Ulj ^ jU \ avec Xi G Ei(hk) H Qi alors 

7(/) fe ^ n_fc - > pour le type II avec e = 0, le type III réel et le type III (A n ), 

7(^1^2/0) pour le type II avec e > 0, 
- 1 .. ) ni<i<fc,fc+i<j<nT(«<«j7) Pour le type I, 

Jk\X2j xqj — < 

(<5,F fc (x 2 )) n )(,5,F fe (x 2 )F n *_ fe (^ 1 )) fc 7(/) fc(n - fc) pour le type I avec d pair, 

(-l)^ n - fe H5i,^(^) n - fe i^_ fc (x - 1 ) fe )(^(x 2 ),^_ fe (x - 1 )) 
pour le type III (C n ) p — adique. 
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Démonstration: 1) Pour le type III (C n ) on applique le lemme 6.1.9. 

2) Lorsque tf x>y ~ f x ,yVt G F*, on ad pair et l(tf x>y ) = l(f x , y ) = ((-l)ïdisc(f X)y ),t)j(f X;y ) 
Vt G F*, donc (-l^disc^) = 1 = 6 (mod(F* 2 )). 

Cette situation se produit : 

• Dans le type III (A n ) ou bien le type III réel (cf. démonstration 2)3) de la prop.6.1.8 et 
le lemme 6.1.9), de plus f x>y ~ /. 

• Dans le type II avec e = (i)3) du lemme 6.1.3) alors 7(/) = 1 (cf.remarque 6.1.6) et 
fx,y ~ /• 

• Dans le cas p— adique de type I avec d = (mod(4)) car alors d = 4 donc / représente 
F* et tf ~ / Vt G F* (3) du lemme 6.1.3) d'où 7 (/) = -1 [C7M] . 

3) Les autres résultats proviennent de la dualité pour la forme de Killing. □ 



6.2 Equations fonctionnelles 

On applique la proposition 5.3.1 dont les hypothèses sont vérifiées par le lemme 6.1.10 
puisque gi est commutative. 

6.2.1 Le cas transitif 

Théorème 6.2.1 Pour les types : 

i) I avec d = 4 dans le cas ty— adique, 

ii) II avec e = 0, 

iii) III réel, 

iv) III (A n ) p— adique 

1) Alors Pq (resp.G) a une seule orbite dans g"i et (resp.Q^ et et 



Xl(P ) = = Xn(P ) = Fl(0 Al )* ■ 

2) V/ G S(fli) et tt= (Trx,...,TT n ) G (F*) n on a : 



pour le type III réel, 
F* dans tous les autres cas. 



Z*(?(f);7r) = a(7r)Z(f;n*\ \~ m ") avec o(tt) = 7 (/)^ II ««(vr,,..^! |W^ +1 ) 



118 



p'(tt\) pour i) et ii), 

et a (1) (7ri) = < -2(27r)~ 2s "f" 2 r(s + l)T(s + f + l)sin7rs pour le type III réel avec m = \ \ s 

i (-l) dl - 1 n <j<d 1 -iP'( 7r il \ j ) Pour le type III (A n ) p - adique. 

Démonstration: 1) C'est la proposition 6.1.8 dans les cas III réel, alors Fi(gi) > pour 
i = 1, ...,n, et III (A n ) p— adique pour lequel -Fj(gi) = F pour i = 1, ...,n, puisque la norme 
d'une algèbre à division est surjective sur F. 

Dans les autres cas, les préhomogène sont presque déployés et on a f(E)* = F* = Xi^io) 
pour i = l, n. 

En effet, (flOîfli) apparait dans le tableau 3 de |Mu 3j . à l'exception du cas où (flcbSi) est de 
type (D n , a±) avec q déployée (type II avec e = et n = 2). 

Lorsque (jj0)9i) est de type (D n ,ai) avec q déployée, soit t G F* et (f> l'homomorphisme de 
A dans F* défini par 4>{a\) = ^(a n ) _1 = t, 4>{oti) = 1 pour 2 < i < n — 1, il se prolonge en 
l'élément G défini par g^/V = 4>{n)Id/ . 

Dans les autres cas il existe un préhomogène commutatif : (0Oi0i)^O)to = ©Ki<n+iF/ir ), 

tel que g = U(F/ir ) et H = H H (cf.prop 4.2.1 de |Mu 3| ) et on applique le 2.du 

lemme 6.1.7 ainsi que le lemme 6.1.3,iv. 

2) Par récurrence sur n, le cas n = 1 étant connu puisqu'il est soit donné par l'équation fonc- 
tionnelle de Tate dans les cas I et II (avec B(X\ 1 , X_Ai) = 1), dans le cas III réel c'est l'équa- 
tion fonctionnelle vérifiée par une forme quadratique définie positive (avec B{-^-, ~7£~) = ~~ -0 
et dans le cas III (A n ) p— adique, elle est dùe à Jaquet-Godement |Go-Jaj ; on applique ensuite 
la proposition 5.3.1 avec H = F* et j k = 7 (f) k (n-k) ( lemme 6.1.10). □ 

^ / p\ . , , „, I — 1 dans le cas i, 

Remarque : 7(7) = ±1, 7(7) = < (démonstration du lemme 

I 1 dans les cas ii) et iii) 

6.1.10), on n'a pas cherché sa valeur dans le cas iv). 



6.2.2 Le cas non transitif 

Pour u = (ni, ...,u n ) G (F*/F* 2 ) n on note : 

Il pour j = TT / \ 

p(u)j := < . , p(u):=p{u) n et h(u) = {Ui,Uj). 

[ Ul ... Uj pour 3 = l,...,n i<t<j<n 

Théorème 6.2.2 Pour les types : 

i) I réel et I p — adique avec d < 3 (alors d± = 1), 
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ii) II avec e > (alors d\ = 1 et n = 2), 

iii) III [Cm-, a 2n) p—adique de caractéristique résiduelle différente de 2 (alors d = 2d\ = 4), 
OnaV/G§( 01 ) et tt = (ni, 7r n ) G (F*)" = (tt^ 1 , TT n )) : 



i. (v u ...,v n )£(F 1 (^r/w* 2 r ■ 

Z w *(<F(/);7r) = 



E 

«=(«!,. ..,«„)€(Fi( A i)*/F* 2 ) n 



2W(7r)Z tt (/;(îrr| p" 1 ») 



avec 



A n (v,u) 



a^l(n) = A n (v,ii)ni<i<nC( 7r ™-î+il l 2dl(î «wec Ai (u,it) = 1 et pour n > 2 

'I\i<i<j<nl( u i v jf) dans les cas i) et ii), 

< 

k (-1)~ L ^ A 7(-Fl) n (Y\l<i<j<n(^' U i V j)-( U i^ V j) ) rfflnS ^ Cas ™)> 

7r(— l)p(7r; —nu) dans /es cas mJ, 
^l 1 x <5i) dans le cas iii). 



C(ir;v,u) = < 



2. Dans les cas i) et ii) avec d est pair : 

Z*(y(/);7r)=B(7r)Z(/;(7r n _i,..,7ri,( IJ m)' 1 .u^ 1 .\ p") avec: 



Ki<n 



n(n—l) 



l<j<n 



5. Dans les cas i) avec d = 1, on a : 

z*(?u)-k) = c n n ^(-1) £ -^w r^ )ln ) 

l<i<n ue(F*/F* 2 ) n 



awec : 



=^(Tn| I) P^n^jl \ J+1 ^(-iy P (u) 2j ) II /l ( 7r «-2j+l| \ 3 + ^(-l)i p(u) 2j ) 

et : 



lorsque ¥ est un corps p— adique, soit p n 



1 si n est pair , 
sinon , 



alors : 



C n = (_l,-l)[f] a (l)[f] +iîL 2 lhi -( n - 1 ) 2 , e(«) = (p(n),-l)[f]/i(n) n a(p(n)) p " 
lorsque F = M, soii g(n) /e nombre de composantes négatives de u, alors : 
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4- Dans le cas iii) avec 7Tj = û ai \ \ Si ,i = 1, ...,n on a : 

ZW);tt) = D n Yl (*i.K«)) n ■«(?(«)) 4 n) W (*)*l l"^ 1 ") awec : 

^e(-Fi(0 A i)*/ F * 2 ) n 

« n(n — 1) 

£> n = 7 (F 1 )™(-1)^ 



p(Siu)i 



1 si i = 
8\U\...Ui si i > 1. 



5. _Dans /es cas awec n = 2 ei c? impair, les orbites de Pq dans q"i (resp.Q" -i) sont 

en bijection avec F*/(F*) 2 et données par : 

w G F*/(F*) 2 : 0' w = U u6F * /(F * )2 (UiUm) {resp. = U„ eF » /^yO* { ^ wu) ) 

et Vf G S(gi) et vr = (vri,vr 2 ) G F* 2 (tt = (vr^ 1 , 7r 2 )J : 

Z* A?(f);ï)= £ <>i^2)^(/;(^)*| I"" 1 ") awec: 
«e(F*/F* 2 ) 

à; iU (7r 1 ,7r 2 ) = a(-l) 7 (F 2 )K.vr 2 )(-lM 1 , ^2 = (-lf> +1] dtsc(F 2 ). 

T2| |,7Tl| P 

Démonstration: 1) On procède par récurrence sur n en appliquant la proposition 5.3.1 
avec H = F* 2 et 7^ donné dans le lemme 6.1.10; le cas n = 1 est rappelé dans le corollaire 
3.6.3 et le théorème 3.6.5. 

2) Lorsque d est pair, le résultat provient du calcul de ^ t >6(F*/F* 2 ) n {^(f)j 7r ) en appliquant 
1) ainsi que la relation 7(t/) = (S,t) r y(f). 

3) On a pour j > 2 : 

«(«iVj) = 7(^(©i<i< j _iu i X 2 )) = (^-_i,t;j)(a(uj)a(-l)) p, '7j-i(«) 

i<i<j'-i 



avec : 



2 f-r f 1 si j = 

7j(«) = 7(©i<i<i^i ) = i ! «(««) . z i = \ ( .vri 

i<i<i II- 1 ; 12 



[(-l) [ 2J U i...u j pour j = l,...,n , 



1 si j est pair, 
si j est impair 



donc 

sKw= n ^t- 1 ) n n ^k^o 

l£:i£: n 1 < J <n — 1 

avec 

2+1 

Cj(u,Vj) = (z j - 1 ,v j )(a(v j )a(-l)) p *p(ir n - j+1 \ | 2 ;-^) 
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or 

n ( \ / w / w i \ 2 \pj IP ^n-i+i 2 Hz,-! si J est impair, 

> Cj(u,Vj) = (z j _i,-u j )(Q(-n i )Q(-l) p. ^ , ,i±l- \ .. 

%eF */ F *2 lK*n-j+i\ I 2 w Zj ) si 3 est pair, 

(cf.3.6.2 et 3.6.4) d'où 

= ni<,<n^(-i)^ n) (^)n 2 <,^ 

Or : 

7(uj(®i<i<j_itiiXf) = ] | a(uiUj) = a(-l) J ' -1 a(ujO J " -1 («j,;p(w)j-.i) J [ a(«j), 

1<»<J-1 l<i<j-l 

donc 

£ SK(vr)=6W(vr)a(l) !il! ? ii -[f]/ l (u) 7 ^)^ 1 tt^-I), 

i)6(F*/F* 2 )™ l<i<n 

Il ne reste plus qu'à exprimer j n (u) suivant le corps F (cf.3.6.2). 

4) On a iq(g Al )* = F* - ôi¥* 2 et 

a{5i)A x i(5i,u,ôx) = (a,uôi)A l i(l,uSx,l) = pour u£i / 1 

OJ a \ 3 , Lû a \ | T 3 S ' S+ 2 

(lemme 3.6.4,B)1 et 3) et 1) du lemme 3.6.8) donc on applique 1) en sommant sur {v £ 
(F*/F* 2 )™} comme précédemment or : 



A n (v,u) = C(u) ] [ (vj,p(6iu)j-i) , avec C(u) = D n .(5i, ] [ u^' 

l<i<n 

donc 

e 28w= c '(«) n 

i>e(F*/F* 2 )" i<j<« 



avec 



Tn-j + ll P,Tn-j + l| | 2 

= («jA^l u )i-lM«jM^n-j+l| P^p(5 1 «) J _ 1 ) /i ( 7r n~i+l| P + 2 ^p(5 1M ),) 

(B)5),lemme 3.6.4). 

On termine en notant que : 

JJ a(ui) = j(ei<i< n UiXf) = a(l) n - l a(p(u))h(u) |Ra-Scj . 



KKn 
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5) On a X2(Po) = F* 2 (prop.3.2,ii)[MÛ3]) et Xi(P ) = F * d'où les P -orbites dans g"±i. 
Le reste découle des égalités suivantes : 62 = —ô,j(f) = 7(^2) (ii) du lemme 6.1.3) et 

5», „(7ri, 7Tq) = â? w \(vri,7T2). □ 

i>igF*/F* 2 

Remarque : 

1) Ce théorème donne les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par la fonction 
Zêta associée à l'action de Pq puisque chaque O u (resp. O*) avec u G (i ? i(g Al )*/F* 2 ) ra , est une 
seule Pq— orbite dans le cas iii). 

Dans le cas non transitif avec n > 3 (donnés dans i), les orbites dépendent de la parité de n. 
Pour éviter cette distinction, on considère le sous-groupe Pq = G'q.Nq de Pq avec G' := {g G 
Gto\Xi(d) £ f(E)*,i = l,...,n} , alors, à l'exception du cas d = 2 lorsque F est un corps 
adique, chaque O u (resp. O*) avec u G (F*/F* 2 ) n , est une seule Pq— orbite. 

Lorsque F est un corps ty— adique et d = 2, les Pg-orbites sont données par : 

°'e = U uG ( e )O u (resp.O e *' = U u6(e) 0^) avec 
e = (e 1 ,...,e n )G{-l,l} n et (e) = {u G (F*/F* 2 ) n , (ô, Ui) = £i,i = 1, n}, 
et V/ G S(gi) et 7r = (71-1, ...,7r n ) G (F*) n (i = {ttitt^ 1 , ...,vr„)) on a : 

Z* Anf)l*)= £ &S B >)^0.(/;(î?)1 l^ 1 ") avec: 

ee{-l,l} n 

n 

&W(tt) = (W))^s(e',e)YlC s (7r n . l+1 \ f;^) , 

i=l 

- 1 

S (e',e) = n^r 1 ^)^ S {-1,1} et C 5 (vr;t) = -(/(tt) + tp\™ 5 )), t G C 
i=l 

lorsque e = (ei, e n ) , e' = (e' l5 e^) 
et la caractéristique résiduelle de F est différente de 2. 

2) On retrouve également les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par la fonc- 
tion Zêta associée à l'action de G. 

• Dans le cas p-adique, lorsque d = 2 et / est anisotrope, G a une seule orbite dans q[ 
lorsque n est impair et pour n pair , les orbites sont séparées par les valeurs de (ô, F n (x)) pour 
x G g^. 

Pour e = ±1 et / G S(fli) (resp. g G S(fl_i) posons Z e (f; vr) = Z (/ I {u& * /F *2 | {5iU)=e} (P n (x)); vr) 
(resp. Z*(f;ir) = Z * (g/{ M6 F*/F* 2 | (S,u)=e}(Pn( x ))'i 7r ) alors il est immédiat que pour e' = ±1 
on a : 

,n— 1 

^(5F(/);tt) = ^^(^^(J;^- 1 ! : |~JV) avec <v, e (7r) = -— (P(tt) + et?B(irû s )) 

e=±l 2 
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et B(n) = 1 (f)^Ui< j <nP (^S \ P) ( 2 ) théorème 6.2.2). 
On peut remarquer que a t i )€ (ôjs^) = e.e / .a e ' ie (7r). 

Revenant au cas général, soient O et O* deux orbites de G dans q[ et 0'_ x alors O et O* 
contiennent des orbites O u et O* de Pq dans g"! et pour tout h G S(fl-i) et ir G F* on a 

z b* 7r ) = E^co* ■•■> 7r ))- 

• Une première solution consiste à calculer 

et à vérifier que cette quantité est indépendante du choix de u tel que O u C O , ce qui prouve 
à nouveau l'existence de l'équation fonctionnelle. 

Ceci s'avère difficile à vérifier et a été fait dans le cas réel (cf.lemme 5.40 de |Bo-Ru 2j ). 

• Une seconde solution consiste à considérer une orbite O u de Po dans g" i telle que O u C O 
et à prendre/ G §(O u ) telle que Z(f;u>\ \ s ) = Z u (f;(id,...,u)\ \ s )) ne soit pas identiquement 
nulle et de comparer les 2 équations fonctionnelles, ce qui donne : 

Z^(J/;tt) = a 0%0 (vr)Z(/;^- 1 | |"*) 

= E v \o t cœZ* v ^f;(id,...,7r)) 

= (E î ,|o;co* 5 ^( 7r >---' 7r ) z if'^~ l \ \~ N ) d ' où 
«0*,o(tt) = Hv\ozcO* âl™2(vr,...,7r) 

donc cette somme est indépendante du choix de u tel que O u C O. 

On indique uniquement les résultats dans le cas p-adique (C n a n ) de type I (i.e.g est déployé) 
ou III (i.e.(go) 0i) n'est pas presque déployé). 

• Dans le cas déployé, donc d = 1, avec n > 3, n = 21 ou n = 2£ + 1, soient : 

X l = Hl<i<n-l X \ + ( _1 )^A„ , Yi = J2l<i< n -l X -^ + ^-A„, 

= El< t <n-3 ^ + W*A„_ 2 + + (-1) VX An , 

^— 1 = Sl<i<n-3 -^-Aj + ^^"-A n _ 2 + ^7^A n _i + ( — 1) A„i 

w et w' étant 2 éléments fixés dans F* tels que (w', w(— 1)^ +1 ) = — (w, —1). 
a) n = 2£ 

Pour u G F */F* 2 , soient 

= {* G gi \F(x) G (-1)^ F* 2 } , O'* = {xe g-i\F*(x) G (-l)'u F* 2 }, 

Oi >e = G(X e ) , o;: e = G?(y e ) , e = ±1, 
alors Oi x U Oi ( _j = O; et U 0£_i = . 
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Les orbites de G dans g[ (resp.g'_ 1 ) sont données par : 

o^o^.o^.noer-rVr 2 (r esp . o? tl ,o? i _ 1 ,o»,u ef-ry 2 ) 

et 

u «e(F*/F* 2 ) n b(«)=(-i)^o^ > « c ^«o ( res P- u «e(F*/F* 2 ) n |p(M)=(-i) £ Mo ^« c l° rsc L ue u ¥= 1, 

U «e(F*/F* 2 )"|p(M)=(-l) < ,/i(M)=e°« C °'l,e ( res P- U ue(F*/F* 2 ) n |p(M)=(-l) £ :M«)=e « C avec e = ±1- 

b) n = 21 + 1 

G a 2 orbites dans fli (resp.g'_i) : 0' e = G{X e ) (resp.O^* = G(Y e )) avec e = ±1 et 
u «e(F*/F* 2 )™|(p(«),(-i)^(«)=e° u C 0^ (resp. ] J ue (w*/w 2 )"\(p(u),(-i) t )h(u)=eOl, C 0^*) avec e = ±1. 



Dans les deux cas (pair et impair), on a : 

(10>-,0>(k) __, ^ j j ..,..,„,,, , .. > 

veS(0'*) l<i<r 

avec : 



n a °'''°^ l)n - l = vr(-i)M-i)^ E II ^r((-i) [ ^(^-i,^ll^;- W ), 



S(O^) ={»É (F7F* 2 ) n |(;p(tO, = e'} lorsque n est impair, 

et lorsque n est pair : 

5(Oi* e ) = {vG(¥*/¥* 2 r\p(v) = (-lY,h(v)=e}, 

S(0':j = {v G (F*/F* 2 )Xt;) = (-l)V «o^l , 
Dans les deux cas (pair et impair), O u C O' quelconque. 

Dans le cas impair, on peut choisir u = (1, (— 1)^) pour 0[ et u = (1..., w, ww' , w'(— lY) 
pour 0'_ 1 . 

Dans le cas pair, on peut choisir u = (1..., w, ww' , w'(— 1) ) pour 0[ _ 1 , u = (1, uq(— 1) ) 
pour O^ et 0^ x lorsque i/o = 1. 

On n'a pas cherché à simplifier ces sommes. 

Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, on donne clo'*,0'{ s ) + a o'* 1 ,o , ( s ) dans 
le cas n impair et ao> v * t o'( s ) lorsque v / 1 ainsi que a i* li o'( s ) + a 0' 1 * 1 ,0'( s ) dans le cas n pair. 

Dans le cas n impair, on introduit les ouverts de 0i, O' e = 0' t H {x G Qi\F(x) G uoF* 2 }, 
(resp.de g_i, O'* oe = O'* D {x G Q-i\F*(x) G u F* 2 }), e = ±1 ainsi que les fonctions Zêta 
associées : Z U0:Ê (f; ) = Z(fl > uo e ; )• 
On a U{ ue ( F ,/ F ,2)n|p(„) =tt0jh ( u ) = (^ -i)t e }O u C O4 ,e- 
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• Dans le cas symplectique commutatif de type non déployé, i.e. (flo> Si) es ^ de type (C n , a r , 
avec n pair et (flo>0i) es t de type (C«,a») avec n > 4, F étant un corps p— adique de carat 
téristique résiduelle différente de 2. 

Les orbites de G dans g[ (resp.g'_ 1 ) sont données par : 

0' u = {xe Qi\F(x) G u¥* 2 } (resp.O'* = {x G 0-i|F*(x) G uF* 2 }), u G F*/F* 2 

et 



U «'6(/m(Fi)* \p(u>)=u 0u ' C °« ( reS P- Uti'eC/mCFO'/F^Jç n|p(u')=« °*u> C ° 



Définition 6.2.3 F est réel ou bien p — adique. 
Pour s £ C et pour n G N, soit : 

h( S ) = i , / n+1 ( S ) = | 2 | F - 2 — (ît+l) -m <•< p(i \ 2s+2j+1 ) ' n — ^- 

Lorsque F esi «n corps p— adique de caractéristique résiduelle différente de 2, on a : 

1 _ (7 - 2 ( s +i) 

Proposition 6.2.4 Cas symplectique commutatif de rang > 2, sur un corps p— adique de ca- 
ractéristique résiduelle différente de 2, i.e. (0o,0i) est de type (C n ,a n ) et (0O)0i) est soit de 
type (C n ,a n ) (donc de type I) soit de type (C«,o;™) (donc de type III avec n pair). 

Soient a G F* /F* 2 , s G C alors pour f G §(0i) on a : 
1. Lorsque n est pair : 
a) 

z*Wf)&a,8) = £ („,*)*<*(«)*(* a \\ s+ ^)z u (f;ù a ,- s -^±±) 

THl(S) z — ' a<5i u Z 

J 2 w «GF*/F* 2 



awee : 



<5i = —discriminant de 



F2 lorsque g est déployée (i.e. de type I), 

F\ lorsque g est non déployée (i.e. de type III), 



S\ = —1 lorsque g est déployée, 

1 lorsque g est déployée (type I), 



, n n(n — 2) 

,( 7(^1)2 (— 1) 5 lorsque g est non déployée (de type III). 



b) Pourvu F*/F* 2 on a : 

Z* v (?(f);s) = K n fn( s ) Y, ^ s+l , s+H l(v,^^)Zu(f;s-^). 

u£F*/F* 2 
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2. Lorsque n est impair, donc Q est déployée (i.e. de type I) : 

Z*(?(f);Q a ,s) n+1 n + 1 
— — = p(w ,s + l)(a,-l)( Z 0/ (f;uJ a ,-s —)-Z(y {f;Ua,-8 — 

J[f]( s J 2 2 

Pour v G F* /F* 2 on a : 

Z* v (?(f); s) = f { n } (s) Y, e P( s + ^ -™)^(/; s - 

MgF*/F* 2 ,e=±l 

Démonstration: • Dans le cas déployé, on applique le 3) du théorème 6.2.2 avec ir 
(m, ...,7Ti) et 7Ti = (l'ai | s alors C n = 1 et pour u G (F*/F* 2 ) ra on a 

e( u ) = (p(n),-l) [ t]/i(u) n a(p(u) p " 

et : 

6i n) (vr) = p(vri| |) Ili<j<[^] PKI P +1 ^(-iy P («) 2j ) Ili<j<[f ] M^il \ J+ ^(-iy P (u) 2] ) 

[ 1 lorsque n est impair, 

= p(7Ti| |)/r«l(s). < ,,2+1- x-, 

12 | ft(7Ti| | 2 w ( _ 1)9p(u) ) lorsque n est pair, 



(lemme 3.6.8). 



Lorsque n est pair, e(n)6i"'' ) (7r) ne dépend que de p(u), donc en sommant sur les {u 
(F*/F* 2 ) n |p(u) = uq} avec uq décrivant F* /F* 2 , en obtient le premier résultat. 



Comme on a Vu G F* /F 



* /F*2 . 



' ' ' be¥*/¥* 2 



et que Va G F* /F* 2 



^*(9"(/);^a,s) = Y B u (ù> a ,s)Z u (f;ÙJ a ,-s-^4r-), 



u£¥*/¥* 



on a : Vu G F*/F* 2 on a : 



Z*{?{f)-s)= Y, A v>u (s)Z u (f,-s-^), 

«GF*/F* 2 

I ' I be¥*/¥* 2 
d'où le second résultat en appliquant 6,B du lemme 3.6.4.. 



avec 
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Lorsque n est impair, e(u)bu (ît) ne dépend que de (p(u),—l)^^h(u), donc en sommant sur 
les {u G (F*/F* 2 ) n |(p(u),-l)[f]/i(u) = e} avec e = ±1, en obtient le premier résultat ce qui 
implique le second résultat comme ci-dessus. 

• Dans le cas non déployé, on applique le 4) du théorème 6.2.2 en remplaçant n par ^, 
avec 7r = (m, ...,7Ti) et tï\ = û a \ \ s alors pour u G (Fi(g Al )*/F* 2 ) n on a : 

ro+1 

= PKI \)h(iri\ ? 

<V p(u) 2 

—(-) 

(lemme 3.6.8) ainsi c u 2 (tt) ne dépend que de p{u) d'où le résultat et on termine comme dans 
le cas déployé pair. □ 



Remarque 6.2.5 Les coefficients obtenus dans le cas n pair (1) de la proposition 6.2.4) son t 
à comparer à ceux associés à une forme quadratique définie sur un espace vectoriel de dimen- 
sion n + l et de discriminant (— ô±) 2 . 

Posons n = 2£, les valeurs explicites : 

^Mi)Vl)'-V'- 1)(2s+ ^^ 

aV6C ^ = {1 _ q -2(s + l)^ 1 _ q -2(s + 3) ) et P° Ur ^ 2 : 

K ' r e (s) n ' l\ y ' ' yA ' \Y^= 2 ( l -Q (S+J) ) si£>3 

sont données dans le lemme 3.6.7 (B). 

On rappelle que les racines du polynôme de Bernstein associé au préhomogène de type {C21, cti) 
sont données par : {— |, j = 0, 21 — 1} donc les pôles de gt, qui sont simples et donnés par 
{ — + 1 < j < £, k G Z}, pour £ > 2, ne font intervenir que les racines non entières 

du polynôme de Bernstein. 
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7 Les cas classiques 



Dans ce paragraphe, on détermine les polynômes de Bernstein ainsi que les coefficients de 
l'équation fonctionnelle associée au préhomogène (Po, fli), Po étant le sous-groupe parabolique 
standard très spécial défini dans le §2.4, (cf.§7.1.2) par la méthode de descente. 

Les résultats obtenus sont complets dans le cas symplectique, presque complets dans les 
cas orthogonaux BI,DI (§7.3) et DIII réel (1) du th. 7. 4. 4). Le cas DIII p— adique est incomplet 
puisqu'on suppose certaines conditions restrictives (2) du th. 7.4.4) et que l'on est incapable 
d'en déduire les résultats pour (G, g±). 

Notation : (p étant une forme quadratique non dégénérée, on note simplement ^{(j)) la 
constante j(t o <fi) (cf.§3.6.2). 



7.1 Généralités 

7.1.1 Description des cas classiques considérés 

Les cas classiques correspondent aux préhomogènes obtenus à partir d'une algèbre simple g 
de type B n ,C n ou D n (notée R n ) munie d'une graduation de type (R n ,otk) avec : 

• 1 < 3k < 2n — 2 et k pair dans le cas C n , 

• 1 < 3k < 2n — 2 dans le cas D n , 

• 1 < 3k < 2n — 1 dans le cas B n , 

ces conditions plus restrictives que la condition pour que 2Hq soit 1- simple ( |Ru 3| .Table I 
p. 137) sont dûes au choix du sous-groupe parabolique standard très spécial. 

Dans les notations des planches de |Bou lj . le système de racines associé à g, noté A, est donné 
par : 



Rn 
Rn 
Rn 



et : 



-- B n : A = {ëi ± ëj , 1 < i / j < n , ëj , 1 < i < n}, 

-- C n : A = {ëi ± ëj , 1 < i / j < n , 2ëj , 1 < i < n}, 

-- D n : A = {ëi ± ëj , 1 < i / j < n}, 

{ëi ±ëj , ëi , l<!<Kj<n}nA, 



• A 2 = {ëi + ëj , 1 < i < j < k } n A. 

étant une F-forme de g convenable (i.e. Hq G g), (go;0i) est également de type classique : 
(R m , A p ) avec R = B,C, BC ou D. Plus précisément : 

1- (flO) 01 ) est de type BI, ou BI(n, k) ou B m (n, k) lorsque le diagramme de Satake de q est 
de la forme : 



(diagrammes BI de |Wa 
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«i a m a n 

i.e. (flo;0) es ^ de type (B n ,ak) et (flcbfli) est de type (B m , Afc) avec k < m < n, g est de 
rang m et g est déployée lorsque m = n. 

Lorsque R = B, on a toujours (flcbfli) de type BI(n,k) par classification. 

2- (flcbfli) est de type DI, ou DI(n,A;) ou D m (n,k) lorsque le diagramme de Satake de g 
est de la forme : 

o o o • • • o • • • • • • • 

1 

C^m &n 

ou bien toutes les racines du diagramme de Satake sont blanches (fléchées ou non) (dia- 
grammes DI de [Waj). 

i- e - (loiS) est de type (D n ,ak) et (go;gi) est de type (D n ,ak) lorsque g est déployée et 
sinon de type (B m , a^) avec k < m < n, m étant le rang de g. 

Les cas BI ou DI sont appelés "type I". 

3- (go>gi) est de type Cil lorsque g n'est pas déployée donc le diagramme de Satake de g 
est de la forme : 

• o • © o — m < o 

ainsi que toutes les variantes ((diagrammes Cil de |Waj ). 

i-e. (Ichli) est de type (C n ,a 2p ), i-e. k = 2p, et (go,gi) est de type (C m ,a p ) ou 
(BC m ,a p ). 

4- (go) gi) est de type DIII ou DIII(n,p) lorsque le diagramme de Satake de g est de la forme : 

• o • o — • — o • 

i 

ainsi que toutes les variantes (diagrammes DIII de |Waj ). 

i- e - (loili) est de type (D n ,a2 P ) et (go,gi) est de type (C m ,a p ) (lorsque n est pair) ou 
(BC m ,a p ) (lorsque n est impair). 

Dans le cas p-adique, on ne considérera pas l'unique forme de -C^q+i de diagramme de 
Satake : 
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et pour laquelle rg(g) = = q — 1, ainsi on aura toujours m = [Ç]. 

On supposera également que n — 3p > 4 dans le cas réel et que n — 3p > 2 avec n — p 
impair dans le cas p-adique. 

On note le système de racines associé à g de la manière suivante : 

A = {e, L ± ej , 1 < « ^ j < m , ej , 2ej , 1 < i < m} n A 3 {e; ± ej , 1 < i ^= j < m}. 

Dans le cas orthogonal, i.e.(i? n , a^j avec R = B ou D, on a g2 = {0} lorsque k = 1 (cas 
commutatif), g2 est de dimension 1 lorsque k = 2 et pour /c > 3 les différentes formes de g se 
séparent simplement puisque : 

Lemme 7.1.1 Soit (g"o,gi) un préhomogène de type (R n ,ctk) avec 

i) Pour R=C : 2 < k < n - 1, 

ii) Pour R=D : 3 < k < n - 2, 

et soit g l'algèbre engendrée par Q±2, alors : 

1. g est de type I 44> rg(g) = k. 

2. g est de type Cil 44> rg(g) = |. 

g es£ de fr/pe DIII 4^ rg(g) = \ et r(g) = [§]. 

Démonstration: D'après la description de A2, il est facile de vérifier que : {ii — ëj+i , 1 < 
i < k — 1 , fi} avec : 

• fi = Ik-i + ëfc dans le cas orthogonal car k > 3, 

• fi = 2ëfc dans le cas symplectique car k > 2, 

est un ensemble de racines simples de g, on en déduit le diagramme de Satake de g à partir 
du diagramme de Satake de g, d'où le résultat. □ 

7.1.2 Sous-groupe parabolique standard très spécial et préhomogène associé 

On considère le sous-groupe parabolique P{H\, H po ) = Pq donné dans le §2.4 c'est à dire 
que : 

• Lorsque g est déployée de type C n : H po _ j+ i = 2h e2j _ 1+e2j pour j = 1, ...,p Q = | , 

• dans tous les autres cas : iî p _ J+ i = h tj pour j = 1, ...,po = P > 

ce qui donne dans les cas BI ou DI : H p _j + i = hi j et pour les cas Cil et DIII : H p _j + \ = 
On peut noter que Vu G 6 P0 , 3g a £ G tel que V? = l,...,po on a g a (Hj) = H a ^y 



131 



Les descriptions de Ai et A2 donnent les décompositions suivantes particulièrement simples : 

• 01 = ®i<j< P o E 2{Hj) n 01 

(7.1) 

• 02 = ®x<j< P0 E±{H j ) n 02 ©i<i<j< P0 E 2 {Hi) n E 2 (Hj) . 

Soit : 



do = dimension de E 2 {Hj)C\E2{Hj) pour i ^ j 
et on a : 

dim(E 4 (Hj) n 2 = < 

On rappelle que : 



1 pour les types BI ou DI , 

4 pour tous les autres cas (i.e C ou DIII), 



pour les types BI ou DI , 

1 pour le type DIII, 
3 pour les types CI et CIL 



Lemme 7.1.2 Pour j = 1, ...,po on a degré de (Fi) = d'.j avec d' 



4 dans le cas DIII, 
2 sinon. 



Démonstration: Il est bien connu par classification ( [Ru 3] .table I) que l'invariant relatif 
fondamental de (flo>0l) es ^ de degré 2k dans les cas orthogonaux (B n ou D n ,a k ) et dans le 
cas symplectique (C n , a 2 k)- Comme le préhomogène {Eq{H%) n 0o, Ei{H\) fi gi) est de type : 

i) (B ou D, afc_i) lorsque R = B ou D, 

ii) (C,a 2 (k-i)) lorsque R = C, 

(par exemple démonstration de la proposition 1.2.4), on a le résultat par récurrence sur po-O 



On rappelle également que : 
dim(fli) 



• N :-- 



dpo 



2(n - k) lorsque (0 o ,0i) est de type (C n ,a k ) 
n-k lorsque (l o ,0i) est de type (D n ,a k ), 



n - k + ^ lorsque (%, g t ) est de type (B n , a k ). 



* B = on(i° B u ^ donc B ( H ii H i) = ~ 2d ' P° ur j = !» -.PO- 
^o{Ho, Ho) 

Les coefficients des équations fonctionnelles vérifiées par les fonctions Zétas sont des sommes 
et produits de coefficients analogues associés aux préhomogènes obtenus à partir de centrali- 
sateurs de tds, ces derniers ont la même structure que le préhomogène de départ, en effet : 



Proposition 7.1.3 On suppose que po > 2. 

Soit X G Wtç, s l'algèbre engendrée par les projections de X sur E 2 (Hi) n 01 et de X^ 1 
sur E_ 2 (R~i) n 0_i, il = il(5) alors (lto,iti) est de même type que (qq, 0i), plus précisément : 
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1) Lorsque (0o>0i) est de type (C n ,a2 P ), (ilo,ili) est de type (C n _3, «2(p-i)) et il est déployé 
(resp.de type Cil) 44> est déployé (resp.de type Cil). 

2) (ito,iti) est de type DI(n-2,k-l) (resp.DI(n-l,k-l)) lorsque (0o>0i) est de type DI(n,k) 
(resp.BI(n,k) avec n > 5). 

3) (ilo,ili) est de type DIII(n-3,p-l) et rang (il) = [^^] lorsque (0o,0i) est de type 
DIII(n,p) avec p > 3 et rang(Q) = [^]. 

Démonstration: Puisque tous les Hi,i = 1, ...,po sont G-conjugués, il suffit de le vérifier 
pour H po . 

Par la démonstration de la proposition 1.2.4, (ilo,ili) est de type : 

i) (_D n _i, a fc _i) lorsque (0o,0i) est de type BI(n, k), 

ii) (B n _ 2 ,a k -i) lorsque (0o,0i) est de type DI(n,fc), 

iii) (D n _3, a 2 ( p -i)) dans le cas DIII(re,p), 

iv) (C„_3, a 2 (p-i))) dans les cas symplectiques. 

ce qui termine la démonstration dans le cas ii) et dans le cas i) avec k pair. 

Il est facile de vérifier que le diagramme de Dynkin de il(¥H Po ) est donné par : 

o o — © — o o avec 

ai a k _i a k+ i 

I 3 dans le cas de type III ou le cas symplectique 
I 2 sinon. 



donc H(¥H po ) est de même type que et rg(iX(¥H po )) 



rg(g) — 2 dans le cas CI, 
rg(g) — 1 dans les autres cas 
Il en est de même pour le préhomogène (il(Fiip )o,ll(Fiï ï , )i). 
Soit £ l'algèbre de Lie engendrée par ii 2 et il_2, comme : 



il± 2 = il(FH P0 ) ±2 , 

On a : 

• pour de type BI : rg(£) = k — 1 lorsque k — 1 > 3 (lemme 7.1.1 appliqué au pré- 
homogène (il(Fiip )o,il(Fiï î)0 )i)) donc il est de type I dans le cas i) avec k > 5 et impair 
(lemme 7.1.1). 

Lorsque n > 5 et k = 3, P(Hi,H 2 ) est un sous-groupe parabolique très spécial de (ilo,ili). 
Soit {x : H\ : x~ l ) un sl 2 — triplet du préhomogène (ito,ili), le préhomogène (il'o,^), défini par 
le centralisateur dans il du sl 2 — triplet précédent, est de type (_B n _3,ai) puisque (ilo,ili) est 
de type (L>„„i,a 2 )- 

Or les préhomogènes : (0q, 0i) de type DIII(n— 1, 1) admettent un seul sous-groupe parabolique 
très spécial standard non trivial donné par Pq (prop. 2.4.3) mais alors, soient z G E' 2 (tl[) n ; l5 
s' l'algèbre engendrée par z, H[ et z -1 , le préhomogène (il(s') ,il(s') 1 ) est de type (^3,02) 
(cf.par exemple la démonstration du lemme 7.4.1). 
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Par conséquent, (ilo,ili) est de type I. 



• pour q de type Cil (resp.DIII) : rg{£) = p — 1 (lemme 7.1.1 appliqué au préhomogène 
(il(WHp )o,il(WH Po )i)) donc il est de type Cil (resp.DIII car p > 3) par le lemme 7.1.1. 
Il reste à vérifier que rg(il) > [^^] dans le cas DIII(n,p) lorsque n est pair. 
On peut supposer que X G g e i _e P+i ©g €1+£ p+ 1 (cf.§2.4) ainsi ©2<i<p,f >j>p+20 ei±ej C iti (resp. 
®2<i<p,i>j>p+20~ <Ei±,E; ' C il_i) donc rg(il) > rg(g) — 2 = § — 2 d'où le résultat. □ 



Pour terminer ce paragraphe de généralités, on redonne les polynômes de Bernstein dans le cas 
réel dans notre normalisation, bien qu'ils soient déjà connus (cf. travaux de [Oj, notamment 
le théorème 1). 

Pour x réel, on note B x le polynôme : B x (s) = s(s + x), alors : 

Proposition 7.1.4 F = R 

Lorsque (%,Qi) est de type (R n ,ak) et que Fi est de degré 2 (i.e. à l'exception du cas 
DIII), on a pour j = 1, ■■■,po : 

j-l d 
bj(si,...,s P0 ) = 6*(si,...,s P0 ) = II B ;v-(po-i)^-i ( Yl S i + Y?)- 

£=0 po— £<i<po 

Démonstration: Par récurrence sur po (donc sur k), le cas po = 1 résultant de la remarque 
3.6.6, 1) puisque Fi est une forme quadratique et que B(^±, = —1. 

On suppose la proposition vérifiée pour les préhomogènes : (Poifli) de type (R m ,a q ) avec 
1 < q < k- 1. 

Lorsque le préhomogène : (-Po)fli) est de type (R n ,ctk), soit X E W^,I r C {l,...,po} de 
cardinal po — r avec 1 < r < po — 1, s r l'algèbre engendrée par les projections de X et de X^ 1 
sur E 2 (É ieIr Hi) n gi et ^- 2 (Ei G / r H ù H 0-i, on a : 

dïm(U(s r )i) ^fr^ -r ~ d r(p Q - r) dim(gi) . ,d 

= = (po — r) — , 

2r 2r 2p VFU ' 2 1 

donc les quantités qui suivent ont toutes la même valeur indépendamment de r : 

^f^ - { r-l)^-l = N- (po -1)^-1 (*)• 

Pour j = 1, ...,po — 1) on applique la proposition 3.4.4 et l'hypothèse de récurrence, d'où la 
formule donnant bj en appliquant (*) ainsi que l'égalité bj = b*. 

Pour le calcul de b po on applique 3.7.3 avec H\, H Po ^i et H po , il est facile de vérifier que la 
constante r Po _i = (po — 1)% et on applique (*). 
Pour b po on a : 

b* P0 (s) = b po (s*-(N-l)l po ) (lemme 3.7.2) 

= h(s* -(N- l)lp ) b^is) (lemme 3.7.2) 

= 6* (s* — (iV — l)lp ) 6 P0 _i(s) (vérification précédente) 

= b PQ (s) (lemme 3.7.2). □ 

Remarque : Le calcul de N — (po — l)^ 1 — 1 dans chaque cas donne : 
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a) Dans le cas symplectique, on a k = 2po donc N — (po — 1)4?- — 1 = 2 (n — 3p) + 1. 

b) Dans le cas orthogonal de type I, on a k = po donc N— (po~ l)^f — 1 = ^ 1 ^ — • 

avec (5 = dans le cas D et 1 dans le cas B. 

Ainsi si on définit les constantes suivantes : 

PC = QC = 1 , PD = PB = \ = -QD , QB = , 



2 



notée pr et çr lorsque R = B, C on a : 



bj(si, S po ) = b*(si, S po ) = Yl B pR (2n-3k)+q R ( ^ Si + Y^" 

£=0 pq—1<i<pq 

Proposition 7.1.5 Lorsque (0i,0o) est de type DIII(n,p), on a pour j = 1, ...,p : 

b j (s 1 ,..., Sp )=b*(s 1 ,..., Sp ) = ll £ n _ 3î ,_i ( ^ s i + ^n-3p-|( E S i + Z+^- 

1=0 P~£<i<P P~£<i<P 

Démonstration: (lo'Si) es ^ de type (D n ,a2 P ) et comme les polynômes de Bernstein ne 
dépendent pas de la forme réelle choisie mais des invariants relatifs et de la normalisation 
choisie pour B, on considère les polynômes obtenus dans la proposition 7.1.4 pour les formes 
de type I en notant que les normalisations sont les mêmes. 
Pour j = 1, ...,p, soient : 

b' 2j ( Sl ,...,s 2 p) = J[ B n _ 3p _i ( Y, s * + 2 £ )' 

1=0 2p-l<i<2p 

alors on a les égalités suivantes : 

b j {s 1 , ...,s p ) = b 2j (0,si,...,Q,Sp) et s p ) = b' 2j *(0, si, 0, s p ) 

d'où le résultat. □ 



7.2 Le cas symplectique 

Dans ce paragraphe, g est une algèbre de Lie simple de type C n avec n > 3, (lo>0i) es t de type 

n — 2 

(C n ,a 2p ) avec 1 < p < (cf.n°13 de la classification de |Sa-Kij ) et g est soit déployée 

3 

(type CI) soit de type CIL 

Dans les cas réels et complexe, ils ont été étudiés par J.L Clerc dans le cadre des représentations 
d'algèbres de Jordan et dans le cas p-adique, CL. Pan a déterminé explicitement la fonction 
Zl associée à l'invariant relatif fondamental. 

Le procédé de descente s'appuie sur les résultats du cas p = 1 donnés dans le théorème 3.6.5 
ce qui nécessite le résultat suivant : 
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Lemme 7.2.1 Cas p = 1 

On suppose que (flo)fli) es ^ de type (C n ,a2) (n > 3) alors F a pour discriminant 1 et 
7 (F) = 1 dans le cas déployé et (— l) n sinon. 

Démonstration: 1) Dans le cas déployé, on a : 

01 = ©3<,<n ( £1±£J £2± ^ ) , 

et comme F(x) / 44> (x,2Hq) se complète en un s/ 2 -triplet, il existe des constantes non 
nulles : ai, bi, i = 1, n — 2 telles que : 

F( ^2 {xiX ei ^ i+2 +yiX e2+ei+2 +ziX ei+ei+2 +tiX e2 ^ t+2 ) = ^ (aiXiyi + biZiti) 

l<i<n-2 l<i<n-2 

d'où le résultat. 

2) On rappelle que = <8>f F est définie sur l'extension E = Ff-^/ë]; le diagramme de 
Satake de 0, qui est de rang q, est donné par : 

ai... ....a>2q 

Soit a la conjugaison associée, un élément x G q± s'écrit : 

X = T,l<i<2q( X i X ^ Z ^+2 + X~i ^P^j-^+a) + ViX ei+ej±2 + Yi <t{X^+^)) 

+ El<i<n-2g ( z i X ex-ti+2 q + ~i °"(^ei -e l+2q ) + *i^ei+e i+2 , + U a(X ei+ei+2q ) ) , 

avec Xi,yi,Zi,ti G E. 

En tenant compte des relations suivantes : 

• F(a(x)) = F(x), 

• o-(ei ± e 2i+2 ) = e 2 ± e 2 i+i et a(ei ± e 2 j + i) = e 2 ± e 2i+2 pour i = 1, q-1, 

• cr(ei + ej) = e 2 — ej et <r(ei - e,-) = e 2 + ej pour j = 2g + 1, n, 

il est immédiat que F est de la forme : 

F ( x ) = El<K,-l ( °i x 2i V2~TÏ + CfxTi V2Ï-1 + di X 2 i-1 Wi + <k X 2 i-1 V2i ) 
+ T.l<j<n-2q ( fj Z 3~J + 9 3 *J*J ) . Cj, dj € E* , /j, (fe G F*. 

Ainsi F est la somme directe de q — 1 formes quadratiques Q\ de la forme Qi(xi, x 2 , yi, y 2 ) = 
xy + x y avec x = xi + \[i x 2 et y = y\ + y 2 , Qi a pour discriminant 1 et j(Qi) = 1, et de 
n — 2q formes quadratiques Qj de la forme (zi , z 2 , ii , t 2 ) = fjzz+ Çj tt avec z = zi + \/ë z 2 
et t = ti + yfê t2, qui sont de discriminant 1 également. 

Soit j fixé et soit l l'algèbre engendrée par g^ 1 ^) et g^ 2 ^'), ï est cr-stable et l = ïf~l cr(ï) 
est de rang 1, de diagramme de Satake : 
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Qj est un invariant relatif fondamental du préhomogène : (tflgoj tHgi) donc Qj est anisotrope 
d'où j(Qj) = —1 dans le cas réel et h(Qj) = —(—1, —1) = — a(l) 4 dans le cas p-adique car le 
discriminant de Qj est 1 donc "f(Qj) = — 1. 

Ainsi F a pour discriminant 1 et j(F) = (— \) n ' 2 i = ( — l) n . □ 
On rappelle que : 

p-i . p p . 

b 0t p o ( Sl ,...,s p ) = l[( (Y,Si + 2£) .(Y / s l + 2n-6p + 2i + l) Y 
£=o ^ p -e p-i ' 

et que pour tt = (717, ■■■,ir p ) G (F*) p 

P-i 

"W*) = II' (*P-I-*PI l^ 1 )' (Tp-I-Tpl | 2( ' +n " 3P+1) ). 
1=0 

Les facteurs p ont été explicités dans le §3.6. 

Théorème 7.2.2 On suppose que (5o>0i) es ^ de type (C n ,a2 P ) et soit f G S'(si), alors pour 
V/ G S(fli) et vr G (F*) p on a : 

Z*(/;7r) = 7 ri % s , Po (vr)Z(/;vr*| |-2(«-2p)i,) 

avec 7™ = 7(i*i), 7 = 1 (resp.'y = — 1) lorsque q est déployé (resp.de type Cil). 

Démonstration: On procède par récurrence sur p. 

Le cas p = 1 découle du 2) du théorème 3.6.5, du lemme 7.2.1 et de la normalisation choisie 
puisque dans ce cas gi est de dimension 4(n — 2) et F\ de discriminant 1.. 
On suppose le théorème vérifié lorsque (floili) es ^ de type (C m , ct 2 ( p -i))- 
Lorsque (flo>Ii) es ^ de type (C n ,a2 P ), on applique la proposition 5.3.1 avec H = F* et k = 
1, puisque toutes les hypothèses de cette proposition sont vérifiées. En effet, en reprenant 
les notations de la proposition 5.3.1 et z G W£, soient Zi (resp.z" 1 ) les projections de z 
sur E_2{Hi) H 0-i (resp.sur E^-Hi) Pi 0i) et Si l'algèbre engendrée par Z{ et z~ l alors 11 = 
H2<î< p il(Sj) or il(Sp) est de même type que g (prop. 7.1.3) donc, par cette même proposition, 
il en est de même pour il, comme (Ho, iti) est de type (C n _ 3 ( p _ 1 ), 02), on a pour 717 G F* : 

6(vr 1 ) = 7 "- 3p+3 p(vri| \) P (*i\ 

(il'o,il'i) est de type (C n -3, «2(p-i)) e t il' est déployée (resp. de type Cil) lorsque g l'est 
(prop. 7. 1.3), donc par récurrence pour (717, vr p _i) G (F*) p_1 : 

C^...,^) = 7 («-3)(P-l) H p (^^...TT^ | 2 <+> (7r p _i_,...7Tp_i| |2(^-3P + D). 

0<Kp-2 

Notons que 77 = 2 (cf. relation 7.1)). □ 
Remarques 
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1. Dans le cas réel non déployé, le théorème a été établi dans un cadre plus général par J-L 
Clerc (théorème 2 de [C1J). 

2. Dans le cas symplectique déployé, on peut montrer que g"i est une seule orbite pour Pq 
à l'aide du théorème de Witt. 

3. On ne donne pas toutes les équations fonctionnelles qui se déduisent du théorème 7.2.2 
pour G et F p en prenant 7Ti = ... = tx v -\ = id (cf.§6). 



7.3 Les cas orthogonaux de type I 

(flO)fli) es t de type BI(n,k) ou DI(n,k) avec l'hypothèse supplémentaire 3k < 2(n — 1) + ô, 
et P = P(H 1 ,...,H k ). 



Rappelons que 5 



dans le cas DI(n,k), 

1 dans le cas BI(n,k). 



On procède comme dans le cas symplectique en ramenant le calcul des coefficients de l'équa- 
tion fonctionnelle à ceux associés aux formes quadratiques sous-jacentes, ce qui nécessite dans 
cet exemple quelques choix supplémentaires. 



7.3.1 Normalisation des invariants relatifs 

Les sous-espaces radiciels : ±ei±e J pour 1 < i < j < k, sont de dimension 1 et engendrent 
une algèbre de Lie simple de type D k que l'on munit d'un système de Chevalley, (X a ), tel que 
les coefficients correspondants vérifient les conditions : 



Soit i < j et £ ± i, j alors iV ei _ e . £ .± et 



-1 si i < £ < j 
1 sinon. 



Un tel système existe ( jBou 2j .chap.VHI.jil3. n°4). on dit qu'il est D— adapté. Dans ces condi- 
tions on a : 



lsii<£<jouj<i<£ou£<j<i, 
— lsi£<i<joui<j<£ouj<£<i. 



Lemme 7.3.1 1. N ei _ eh ± ei _ ei 

2. Pour 1 < i < j < k, soit 9ij = Ox e ._ e .,h e .- e .{~^-): alors pour £ ^ i,j et s,t = ±1, on a : 



Oi,j(X S ei-te e ) = —N ti - tjitl - ti X se ._t tl . 

Démonstration: 1) Lorsque i < j on a : 

((3) du lemme 4 et proposition 7,§2,ra°4, chap.VIIL |Bou 2j ) et lorsque i > j on a : 
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or le système est (D) adapté d'où le résultat. 

2) C'est un simple calcul, en remarquant que N £i - £j ^- £i = N ei — ejt ± €l — ei . □ 

On rappelle que Hi = h £k _ i+1 pour i = 1, k et avec la normalisation choisie, on a pour toute 
racine a = ±ej ± €j, avec 1 < i < j < k, B(X a , X- a ) = 1. 

On définit les formes quadratiques suivantes pour i = 1, k : 

' B(ad(x) 2 (X^ ek _ i+1 ),X ei . ek _ t+1 ) pour 1 < i < k - 1, 



xeE 2 (H i )ng 1 Gi{x) = b< 



K B(ad(x) 2 (X_ tl _ t2 ),X_ ei+e2 ) pour i = k 



avec b G F*. 



Pour i = 1, représente l'invariant relatif fondamental du préhomogène commutatif 

régulier : 

(ii((Bi<^i<k¥H j ) ,ïi((ôi< J ^<k¥H j ) 1 = E 2 (Hi) n 0i), 

c'est une forme quadratique non dégénérée et relativement invariante par (iK^tG^. 
Toutes ces formes quadratiques sont équivalentes, en effet : 

Lemme 7.3.2 Pour l<i<j<kona Gk-i+i ° Oi,j = Gk-j+i- 

Démonstration: Pour i > 2 ou bien i = 1 et j > 3, le calcul donne : 

6>ij(X ±ei _ ei ) = -N ti ^ t] ^ ei X± ei _ tj = X± £l _ ej (lemme 7.3.1) 
et pour i = 1 et j = 2 on a 6>i )2 pf_ ei+e2 ) = X ei _ £2 et 6»i )2 (^-ei-e 2 ) = -^-ei-e 2 - D 
Remarques : 

1) Le changement de système de Chevalley D— adapté a pour conséquence de multiplier 
toutes les formes quadratiques par une même constante définie à F* 2 près. 

En effet, soit X' a un autre système de Chevalley D— adapté alors il existe une application t 
du système de racines dans F* telle que X' a = t(a)X a . Comme les coefficients _/V v sont les 
mêmes pour les deux systèmes de Chevalley, t est un morphisme du Z-module associé à Dk et 
t(ei - ei)t(-ei - ei )t(ei - e 2 y 1 t{-e l - es)" 1 G F* 2 pour i = 2, k. 

2) On rappelle que dim(0 ei ) = 2{n — m) + 5. 

• Lorsque F = M, on choisit la constante b telle que G\ soit de signature (p, q) avec p > q. 

• Dans le cas BI, lorsque F est un corps p-adique, on choisit la constante b telle que 
discriminant (Gi) = (— l) n ~ m dans un souci de simplification des coefficients de l'équation 
fonctionnelle (cf.§7.3.4). 
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Les invariants F\, F 2 , sont normalisés par la condition : 

pour x = ^2 Xj£W U) Fi(x) = Gj(xj) , 

l<j<k l<j<i 

il est alors aisé de vérifier que : 

pour y = Y, Vi € Wl F*(y) = [] G*(y 3 ) . 

l<j<k k-i+l<j<k 



Indiquons la nature de la forme quadratique Gi et de sa restriction aux centralisateurs de tds. 

Lemme 7.3.3 G\ ~ G a @ Gi, G a = Gi/q 61 est une forme quadratique anisotrope, G\ étant 
hyperbolique. 

Cas réel : G\ a pour signature (po,Qo) avec Qo = m — k et po = 2n — m — k + ô ; on a : 
N = Po±Vo 
2 

Démonstration: 1) Lorsque m = k, iX((B 2 <j<k^Hj) est de rang 1 donc la forme quadratique 
G\ est anisotrope, donc définie positive par normalisation dans le cas réel. 
2) Lorsque m > k, prenons un système de Chevalley D— adapté de l'algèbre simple de type 
D m définie par {±e; ± ej, 1 < i < j < m} et soit x G E 2 (Hi) n 0i, x = Yï,k+i<e<m( x t X ek-et + 
k+f-t) + Y, Y G €fc , le calcul donne : 

G l (x) = 2bb\{ Y, XiVi) + Gi(Y), 

k+l<£<m 

b\ étant la constante provenant du système de Chevalley, or la restriction de G\ à efe est 
anisotrope donc définie positive par choix de b dans le cas réel d'où le résultat. □ 

Lorsque A est de type B n , on note Q a la classe d'équivalence de la restriction d'une des formes 
quadratiques Gk-i+i à Q ei ; lorsque A est de type D n , on pose Vi G F* : 7 T oQ a (i) = 1 par ex- 
tension. 

Soit z G E' 2 (H{) n 0i = E' 2 (h €k ) n 01 et ii^ = iX(¥z © FHi © Fz" 1 ), alors pour i = 2, k on 
a dim(ilf } n E 2 {Hi)) = d.\ia{E 2 {H i ) n 01) - 1 et : 

Lemme 7.3.4 Pour i = 2, k : G; ~ G i/^) nE2(Hi) © G^X 2 . 

Démonstration: Pour i = 2,...,k, on a : E 2 (Hi) n 01 = il^ n E 2 (Hi) © Fv, avec v = 
[z,X- ek+ek _. +1 ]. 

1) Lorsque k = 2 : 

[v,X_ £1+e2 ] = [[z,X ei - e2 ],X- ei+e2 ] = [z, [X ei _ e2 , X_ ei+e2 ]] = — [z, h ei - e2 ] = — z 
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car [z,X_ ei+£2 ] = 0, donc pour y G il^ PI E 2 {H 2 ) on a : 

[y, [v,X _ ei+ea ]] =-[y,z]=0 

d'où : 

(£F : G 2 {y + tv) = G 2 {y) + t 2 G 2 {v)=G 2 (y) + t 2 G l (z). 

2) Lorsque k > 3. 
Pour i < k — 1 : 

[v,X± ei - ek _ i+1 ] = ^_ efc+efc _. +1)±ei _ efc _. +1 [2;,X ±ei _ efc ] = -[z,X± ei _ e J 

(1) ,lemme 7.3.1) car [z, X± ei _ efe _. +1 ] = donc Gi(v) = G\{z) et pour y G 11^ n E 2 (Hi) on a : 

[y, [w,X ±ei _ £fc _ i+1 ]] =-[«, [y,X ±ei _ e J] =0, 

d'où : 

te¥ : Gifo + tu) = G^y) + t 2 G^) = G,(y) + ^(z). 
De même pour i = k on a : 

[u,X_ ei±€2 ] = iV ei _ efc _ ei±e2 [z,X ±ea _ efc ] = [z,X ±ea - ek ] (l),lemme 7.3.1) 
donc pour y G il^ Pi E 2 (Hk) on a : 

[y, [v,X- ei ± ek \] = [z, [y,X± e2 _ tk \] = 0. 

De plus : 

G k (v) = bB{ad{z) 2 (X e2 _ ek ) : X„ t2 _ ek ) = bB(ad(z) 2 (e lt2 (X ei ^ k )),0^ 2 (X^ tk )) = G^z) 

(2) du lemme 7.3.1) d'où le résultat. □ 

Remarque 7.3.5 disc(Gi/ \^) nE2 ^ H .)) = G\(z).disc(G\) et pour i £ F* on a : 
7(*Gi/^,) n ^ (Hi) ) = 7 (^)«(-tG 1 (z)) = T W»)«(-tGiW). 

De la proposition 7.1.3, des 2 lemmes précédents, de leur démonstration et avec les normali- 
sations choisies, on déduit immédiatement le résultat suivant : 

Lemme 7.3.6 Dans le cas réel, prenons G\{z) = ±1 alors la restriction de G\ à il^ nE 2 (Hi) 

GAz) + l 1-GUz), tlM ., 1 GAz)-l 
a pour signature (po , qo J etïx y > a pour rang : rang \Qj — H • 



Remarque 7.3.7 Lorsque rang(g) > 2k on a rang(U^) > 2(k — 1). 

En effet, comme m > k, on prend un système de Chevalley de l'algèbre simple de type D m 
définie par {±ej ± ej, 1 < i < j < m} et on peut supposer que z = cX ek _ ek+1 + dX tk+tk+1 (à 
l'action des automorphismes élémentaires près puisqu'on est dans un préhomogène commutatif 
régulier) donc : 

= ©i<j<fc-i 8 £j ®i<j<k-i,k+2<e<m €j±ef ®i<j<k-i , 
avec Yj = cX ej _ ek+1 - dX ej+ek+1 . □ 
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7.3.2 Le résultat (3k < 2(n - 1) + S) 

Pour u = (ni, ...,Uk) G (F/F* 2 ) fc on rappelle que : 

O u = Ul: ... :Uk = {x G 0i | G Ul F* 2 , F 2 (x) G Ul u 2 ¥* 2 ,...,F k (x) G ui...n fc F* 2 }, 

0«nW^ = {x = Ei<i<k x i e ^tolGi(xi) G Ui F* 2 pour i = 1, ...,&}, 

0* u = 0; fc> ..., Ul = G g_i | F;(x) G u fc F* 2 , F 2 *(x) G n fe „m fc F* 2 , ...,F*(x) G u k ... Ul ¥* 2 }, 
O u n W£ ={x = Zi<i< k Xi G | G*( Xi ) G n,F* 2 pour i = 1, fc}, 

sont des ouverts (éventuellement vides) et que Z u (f; tt) = Z(flo u ;ir) (resp.Z*(/i; -n) = Z*(hlo* 
pour / G (resp./i G ^(fl-i). 

Dans le cas réel, on convient de prendre u G {—1, 



Lemme 7.3.8 i. i?ans /e cas réel, O u (resp.O u ) est non vide 44> Max (—k,k — 2qo) < 
Ei<i<fc M i <Mm (k,2p - k). 

2. Dans le cas p-adique, lorsque 2n — 3k + 5 > 3, O u (resp.O*) est non vide pour tout 
u G (F/F* 2 ) fe . 

3. Lorsque rang(g) > 2k, Vu G (F*/F* 2 ) fc les ouverts O u et O* sont non vides. 
Démonstration: Dans les 3 cas on procède par récurrence sur k, obtenue par descente. 

a) Lorsque k = 1, le résultat est évident dans le cas réel et dans le cas p-adique puisque n > 3 
donc 0i est de dimension > 4 d'où F* C Gi(0i) dans le cas p-adique. 

Pour 3), on note que Gi représente par le lemme 7.3.3 (cf sa démonstration). 

b) On suppose le lemme vérifié pour k — 1 > 1. 

c) Lorsque k > 2, Ou / 44> il existe z G E' 2 (Hi) n 0i tel que Gi(z) = ui et Uk / 
dans le préhomogène (Hq Z \ il[ z ^ ) utilisé dans le lemme 7.3.4. 

G\ est une forme quadratique non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension 
2(n — k) + 5 et donnée dans le lemme 7.3.3, pour lequel on applique a). 

(z) (z) 

Le préhomogène (Hq ) est de type BI(n — 2, k — 1) ou DI(n — 1, k — 1) lorsque n > 5, par 
la proposition 7.1.3. 

Comme 2n — 3k + ô = 2n' — 3k' + 5', avec n' = n — 2 + ô, k' = k — 1 et 5' = 1 — ô, on conclut 
par récurrence pour 2). 

On procède de même dans le cas réel en appliquant également le lemme 7.3.6. 
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- (z) (z) 

Pour 3), on applique la remarque 7.3.7 et l'hypothèse de récurrence au préhomogène (Hq ) 
en notant que G\ représente 0. 

Dans le cas BI(n, k) avec n < 4, on a k = 2 puisque k > 2 et que 3k < 2{n — 1) + S < 7 donc 
n = 4 . _ 

(H( 2 ) ,llWi) est de type (A 3 ,a 2 ) qui est encore un préhomogène dont l'invariant relatif fonda- 
mental est une forme quadratique non dégénérée définie sur un espace vectoriel de dimension 
4 d'où le résultat dans le cas p-adique (2) et 3)). 
Dans le cas réel, on applique le lemme 7.3.6 pour 1). 

( z) 

Lorsque 5 est de rang> 4, g est déployée donc G2 est de signature (3, 2) d'où G2/il\ représente 
par le lemme 7.3.6. □ 

Notations : 

Pour (u,v) G (F/F* 2 ) fc , / application de F*/F* 2 à valeur complexe et 7ri,7r 2 G F*, on note : 

teF*/F* 2 

„ „ , T dim(gi) ô 

Un rappelle que iv = — — — = n — k + -. 

ZK Z 

Théorème 7.3.9 q est de type DI ou BI(n,k) avec 3k < 2(n - 1) + 8. 

Soit v G (F*/F* 2 ) fc tel que O* soit non vide, alors pour f G S(qi) et tt = (m, ...,ir k ) G (¥*) k 
on a : 

z v{^f^)= X] a v , u (ir)Z u (f; vr* 

ue(¥*/¥* 2 ) k 

avec a V)U (ir) = lorsque O* est vide et sinon : 



-NU 



Mt) = { 



l<l<k 

l{tQa) lorsque k = 1 

litQa) ]l2<j<fc a (~ tv j) lorsque £ = 1 et k > 2, 
l{tQa) ]li<^-i a(-tui) Ue+i<j<k a (- tv j) lorsque 2 < l < k - 1, 
j{tQa) rii<i<fc-i a(-tUi) lorsque i = k. 
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Démonstration: On procède par récurrence sur k, le cas k = 1 est donné dans le théorème 
3.6.5,5), on notera que B(-^-, —^-) = —1. 
On suppose le résultat vrai pour k — 1 > 1. 

Lorsque k > 2, on applique la proposition 5.3.1, dont on reprend les notations, avec l'élément 
1-simple Hi . 

Soient w = (m, v 2 , v k ) et z = J2i<i<kVi G °w nW to' avec ^ G E- 2 (Hi) ng_i,î = 1, ...,fe, 
il = il(s) (resp.il' = il(s')), s (respV) étant l'algèbre engendrée par zq = ^2 2 <i<k Vi e ^ 
zô 1 = Y.2<i<kVi l (resp.z_2 = Vi et zZ\). 

il' est de type BI(n — 2, k — 1) ou DI(n — 1, k — 1) lorsque n > 5, par la proposition 7.1.3. On 
a 2(n' - 1) - 3/c' + 5' = 2(n - 1) - 3A; + ô > 1, avec n' = n - 2 + ô,k f = k - 1 et 5' =_l-_5. 
Dans le cas BI(n, fc) avec n < 4, on a /c = 2 en raison de la condition imposée alors (il'o,il'i) 
est de type (As,a 2 ) qui est encore un préhomogène dont l'invariant est une forme quadratique 
non dégénérée. 

Dans les 2 cas, les coefficients sont donnés par la relation : 

r {z - 2) (tt") - TT A U ' l) (ir, o ttJ |3- I |§(2n-3fc+5+lh 

C (v2,-,v k ),(u 2 ,...,u k )^ ) ~ H A v l+1 ,u e+1 {Kk-t~~m | 2 ,| | 2 J, 

ceci en appliquant l'hypothèse de récurrence lorsque > 3 et pour k = 2 le théorème 3.6.5,5), 
avec /^(i) = fi+i(t) par la remarque 7.3.5 et par l'hypothèse de récurrence lorsque k > 3. 

il = n 2 <i< fc iX(¥ yi © FFi © Fyr 1 ) or H(Fy fe © ¥H k © Fy" 1 ) est de type DI(n - 1, k - 1) ou 
BI(n — 2, fe — 1) par la proposition 7.1.3 lorsque k > 3, ou bien k = 2 mais alors, comme 
ci-dessus, l'invariant relatif fondamental est une forme quadratique non dégénérée. 
Dans tous les cas l'invariant relatif fondamental du préhomogène (ito,ili) est la restriction de 
la forme quadratique non dégénérée Gi à ili de dimension 2n — 3k + ô + 1(> 3) et pour i £ F* 
on a : 

7(tGi/Ui) = 7(t(?i) a(-tG*( yi )) 

2<i<k 

en itérant la remarque 7.3.5 donc 

^l(vr0 = 4{i(vr,;||^ 2 "- 3fc+5+1) ), 
on termine en appliquant la proposition 5.3.1. □ 

Lorsque 7T£ = û €e \ \ Se , avec ei G F*/F* 2 , pour i = 1, A; on a : 

--i) =nt 1 4â(| l-'+è^ 1 );! |à(*»-3*+*+D). 
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7.3.3 Le cas réel (p + q = 2n - 2k + S) 

On rappelle que gi peut s'identifier à M k tPO + qo (M) et que pour £ = 1, ...,k Fg est alors 
proportionnel à : 

detiiAIp^A) avec A G M k>po+qo (R) et I Po>qo = ( lpo ® po ) , 

deti(X) étant le déterminant de la matrice tronquée définie pour £ = 1, k par : 

X = (xi,j)i<ij< k alors Xi = (^j) fc _ £+1 <j J < A . . 
Soient s\, S& G C on a : 

a^,«(sfc - Sfc-i, -, si) = C(si, s k )a'J po ' qo ' k \s 1 , s fc ) avec : 



C( S1 , s k ) = 2*. (2vr)^^)(2vr)-(^-^) . r(^ + ^)r(s fc _ m+ P ° + g0 = ' + l 



i (p ,go;fc), 



(si,...,s k ) = Y[ cos (j . (f)f ' qo ' k \v,u; s e ) , avec 
£=1 

^'«k^ = 2{u e +v t ) (se+h+u i ( Po +qo-k)+(qo-po)+ V rç+i ^ lorsque £ = 1 > 

noté également : a' vu et cpe(v,u; se), lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité. 

Remarque 7.3.10 1. Comme (f>f 0,qo ' k) (-v,-u;s e ) = -</ty°' Po ' k \v, u; si), on a : 



a 

S. Lorsque p > k on a ^.^(^^(si, •••> «Jfc) = IlLi cos(7r(s^ + 

5. Dans /e cas particulier où qo = 0, ce çm correspond à g de rang k, g"i = On..^) ei 
= Ot x x donc pour / G S(g\) et s = (s\,...,s k ) G (C*) fc on obtient : 

k 

Z*{3f; (Sk-Sk-1, s 2 -si,si)) = C(si, s k ) cos(irs£+^-£)Z(f; s 2 -si, s k -s k -i, -s k - y), 

<=1 



gm n'esi qu'un cas très particulier du théorème 3 de [Cl]. 
4- Pour u = (1, 1, —1, —1) avec u\ = ...u p = 1 et u p+ \ = ... = u k = — 1 on a : 

a' u , u (si,...,s k ) = ~[[cosir(si+ - + 9 ° -) cos vr(s £ + ~^-y — -) avec q = k - p. 

l=\ l=p+i 
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La plupart de ces coefficients sont nuls, en effet pour u G {— l,l} fc , soit p(u) (resp. 
q(u)) le nombre de composantes positives (resp. négatives) de u (p(u) — q(u) = Yli<i<k u ^ 
p{u) + q(u) = k) alors : 

Lemme 7.3.11 1. Soient u / v, on note ii,...,i r , avec i\ < ... < i r , les indices pour 
lesquels = — v%.. 

i) Lorsque po + qo + k est pair : a VyU = pour r > 2 et pour r = 1 on a a VjU ^ 4$ 
p(v) + po est pair. 

ii) Lorsque po + qo + k est impair alors a VyU ^ 44> = (— pour 
j = l,...,r. 

2- dv,u(si, —,Sk) =0 lorsque \p(u) - p(v)\ > 2. 

Démonstration: Cela découle simplement de la formule : 

j = 1, ...,r : ^(v^iSij) = {u ij - ï)po + (<? - k)(u ij + 1) + 2p(v) + 2a,- 
avec «i = et pour j > 2 : aj = Y,i<e<j-i u i e - 

Comme po, qo,p(v), ctj sont entiers, \<\>% j £ §Z; si u^. = pour une valeur j lorsque r > 2, 
on a alors : 

= + 2ui . donc cos(— ^ (v, u; s^. ) ) cos(- (w, u; s^. ) ) = 0. 

Ainsi il reste à regarder les cas pour lesquels pour j = l,.-,r — 1 on a iH j+1 = —Uij mais 
alors 4>i j+2 = 4>ij donc il suffit de regarder 4>h e ^ 4>ii lorsque r > 2 et lorsque r = 1 d'où le 
résultat. 

2) Se déduit simplement de 1). □ 
Remarques : 

1) De la démonstration du lemme précédent, on déduit immédiatement a' vu lorsqu'il est 
non nul. 

En effet, soit I = {ii, i r } = {i \ Ui + V{ = }, on a : 

s k ) = B{L) H cos( | [ (2s l+ l)+(^)poH^)(Qo-k)+v l p(v)+v l C l (u) ] ) 
i<l<k,l£i 

avec : 

• Ci(u) = si I = ou bien si l < i\ sinon Ci(u) = J2{iei\i<i<i-i} Ui -> 

• B{I) = 1 si I = et sinon B(I) = ( cos(f ) r ~W ( cos(f fa) ) [ R 

2) Notons que l'on retrouve les coefficients de l'équation fonctionnelle associée à F = F^, 
en effet il est clair que pour tout couple d'entiers (p, q) tels que : 

p + q = k et vérifiant : Max(— k, k — 2qo) < p — q < Min(fc, 2po — k) , 
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l'ensemble : O p<q = U p ( n ) =p O n (resp.O* = U p ( u ) =p 0*) est inclus dans une seule orbite sous 

l'action de G. 

Pour s G C, posons : 

/ (po,go;fc)/ \ _ n' (Po,<?o;fc)/„ \ 

a (p' ,q');(p,q) W ~ v > u l s >---i s J { UL J 

v\p(v)=p' 

avec u quelconque tel quep(-u) = p (donc g(«) = q) alors de manière classique ai, q \ qo ' k \s) 
ne dépend pas du choix de u (cf.2) de la remarque qui suit le théorème 6.2.2) et on a : 



a (p> ,q'y,(p,q)(\ H - C { S 1 -) S ) a '(p',q');(p,q) ( S ) ■ 

( 

b (p',q')\(p,q) 



Les coefficients a', , a n.r v „•) 90 (s) sont bien connus, ils sont donnés dans le théorème A.l de 



[SlH puisqu'on a a'^^,/ ' 90 ^) = 
En effet, de manière immédiate, on peut noter que : 

i) «W)^,/ ' 90 *^) = si > 2 (2) du lemme 7.3.11). 

iii) Lorsque po > ^ on a 

'(s) = JJcos7r(sH ~^^° ) (2) remarque 7.3.10). 

iv) 



io, ;M (Mo;% ^- n -^— ' 



/ (po.ao;fc) (a 



(p, q y,( P , q )- -w - nLi c ° s7r ( s + ^ t/ 2 ° q ) n c ° s7r ( s + — 2 — ; 

e= P +i 

k 

= ("IF 9 ni =1 co S7 r( S + ^) fi C os^( S + ^), 

lorsque qo — q = po — p (2) ou bien po — p = (2) et go — Q = 1 (2), par le 1) du lemme 7.3.11. 

Cependant le calcul général est fastidieux car il fait apparaitre des sommes, il est alors plus 
simple de noter que : 



v) 



„/ (po,qo;i) ( „\ i (po,qo;i)(„\ 

a (l,0);(l,0) W "(1,0);(0,1) ^ 

n i (po,qo;i) f e \ n i (po,qo;i) r e \ 

a (0,l);(l,0) W a (0,l);(0,l) \ b > 



cos 7r(s H — ) sm 

. vrg , . Po + 1 

sm cos7r(sH 

2 v 2 



vi) Comme 
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avec p' = po—p(u) + ^à^± et g' Q = g Q _ g( u ) _|_ j_Ji (rappelons que p(u) < pq et que q(u) < qo) 
et que : 

fe-i fe-l 

IJ cos(J^(^,^) (po ' <?o;fc) (s) = JJ^Ct^K»"')^ '*" '*" 15 ^) (^3) 
1=1 1=1 

avec u' = (ui,...,-u fc _i), «' = (ui, ...,u fc _ 1 ), p" = po - ^ir" et 9"o = <7o - ^ = j k , 

les coefficients a'/ p , ql y, (P°> qo > k ) (g') vérifient les relations de récurrence du lemme A. 3 de [Sa 4| . 
relations de (A4) à (A7) qui proviennent des relations (RI), (-R2), (123). 

Notons que (v) est la relation (A8), ii) est la relation (A9), iii) est le lemme A. 4, i) le lemme 
A. 6 et iv) une partie du lemme A. 8. 

Ainsi on a bien l'égalité a'^ p/ q ^°' q °' k \s) = C^ q ^,Jl P0) q ; s), ces derniers coefficients étant 
donnés dans le théorème A.l de [Sa 4] et c'est l'établissement des formules de récurrence de 
cette partie de [Sa 4| qui sont à l'origine de ce travail. 

Cependant la constante C(s,...,s) diffère de la constante donnée par F.Sato qui n'a pas de 
facteur de la forme 2 ". 



7.3.4 Le cas p-adique 



Posons r = 2n — 3k + ô et pour (ai,..., a*) G C fc , u,v G (F*/F* 2 ) fc tels que O u et O* soient 
non vides : 

a v , u (s) := a UjU (sfc-Sjt_i,...,s 2 -si,si) 

= nii^gui p'+a^M i^ (r+1) ). 

Le calcul explicite donne : 

ïï„» = a(-l) fcao 7 (Qa) fc C(v,u) [I A^ +H +H (vt^wtS^) 

i<e<k 2 ' 2 

avec <5q = (— 1)^~^~^Sq et <5o = (— l) n_m .discr((5a), on rappelle que Sq = 1 lorsque 5=1 par 
normalisation (§7.3.1) et lorsque 5 = pour m = n ou n — m = 2, 



«o 



lorsque fc + 5 ( i.e. r) est impair , . -i-r . ■ ■ , 
i, , , x • , <?(^) = ( 1 a(- Vi y \ 

1 lorsque k + o ( i.e. r) est pair. i<i<fc 



V2 Vk lorsque £ = 1, 

w l — \ ui ue-i-V£+i ffc lorsque 2 < £ < k — 1, 

iife-i lorsque i = k. 

Notons que dans ce cas : 

&jfe(sjfe - Sfc-i, ...,S2 - si, si) = J| (sH l)(sH 1), 

et que lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2 : 
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est un polynôme en S£ dont les valeurs explicites sont données dans le lemme 3.6.7. 



Classiquement, les coefficients de l'équation fonctionnelle associée à s'obtiennent à partir 
des coefficients a v>u (s, s). 

Lorsque 2 < 2k < n, soit H = {s G ¥*\sQ a ~ Q a } (H = F* 2 lorsque 5 = 1) et pour 
u G F*/F* 2 et e = ±1, soit S(u , e) = {u G (F*/F* 2 ) fc | il existe t G H vérifiant p{tu) = u et 
h(tu) = e} alors chaque ^-) u eS(u ,e)O u est inclus dans une seule orbite de G dans q[ (cf. |Mu 4j ). 
Comme dans le cas commutatif (§6), on n'effectue pas le calcul des sommes correspondantes 
qui sont peu maniables, on se contente de donner les sommes de coefficients : J2 * a o*,o lorsque 
la caractéristique résiduelle de F est différente de 2. 

Lorsque r > 3, O u et O* sont non vides pour u G (F*/F* 2 ) fc (lemme 7.3.8), déterminons alors 
pour a G F*/F* 2 et s G C : 

= a(-l) ka ° 7(Qa)*(lli< 4 <* «(«i)) (a,p(u))b' u (û a \ \ s ) 

lorsque la caractéristique résiduelle de F est différente de 2. 

On rappelle les notations pour z = (zi, ...,£&) G (F*/F* 2 ) fc : 

Il lorsque i = 11 lorsque i = 1 

pour î = 1, k, [llj=i \ z j+ii z i- z j) P our 1 = 1> 

ainsi que p(^) := p(z)k et := h(z)k- 

Proposition 7.3.12 Lorsque la caractéristique résiduelle de F esi différente de 2, k > 2 et 
r > 3 on a : 

bu(û a \ H = .frfc+iifaVfrfc+mifa + rr- — )pfê)„| | s+1 h(Qa) fc £u(w a | | s ) 

1 2 J L 2 J 2 1 + ÛO 

awec : 

1. Lorsque r est impair (Le. ao = 0) : 

i) Lorsque k est pair (donc S = 1 et ôo = 1) : 

B u {û a \ \ s ) = h(u) a(p(u)) (p(u),-l)fc(| T^V^)- 
m,) Lorsque k est impair (donc 5 = 0) : 

n = (p( U ),ô )p(\ r^+ fc w ). 

2. Lorsque r est pair (i.e. aç, = 1) : 
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k 

i) Lorsque k est pair (donc ô = 0) : B u {û a \ \ s ) = ((— 1) 2 , aSo)(a,p(u)). 

£ a(x) (x,aô )h(\ \ s+ ^ù ax ) ^ i(r+1)>-+è(r+Jfc) (x,(-l)*p(u),l). 

a; 6 F*/F* 2 

m,) Lorsque k est impair (donc 5 = 1 et ôç, = 1) 

B u (ù a \ \ s ) = h(u)a(p(u)) h(\ 1*+^+^ _ ). 

«(-1) T P(«) 



Démonstration: On remplace chaque ^4"° + i^ +1 ^ s + i( r+ ^( v £i ue,W£Ô' ) par sa valeur d'où : 

e (n/^ u )) (n^ s + ^+ 1); W) (n^.p^-i)) 

avec 

fe(t £ ,u) = a(t £ ) ao p(s + -(r + e);t m )(U,p(u) e - 1 S' ) 

donc 

» n = ( n « e (n «)) c ^ s ) 

H<i<fc ' t=(ti,. ..,i fc )6(F*/F* 2 ) fc ^=1 ' 

avec : 

s ) = Y2ve(F* /F* 2 ) k (nLi p(« + W + x ); ^^)) (nj=2 «(-"^^"H^.pW^-i)) («^w) 

= p(ô>o| | s+:L )(*i, a) 11^=2 avec 
Ci{t) = E^eF*/F* 2 a{v ( ) 1 - i {v^ap{t) i -i)p{s + \{l + 1); t e v e ). 
Le calcul donne (cf.3.6.2 et 3. 6. 4, A) : 

pQ |s+ 2^ +1 )ôj at , ) lorsque £ est impair, 

< 

s a(— | s+ l^ +1 )ô) af ^) lorsque ^ est pair 

r ^ — 1-1 k(k — 1) 

en posant = (— l) l ~ l p(t)£_i, d'où en réorganisant les produits : C(£, s)a(l) 2 = 



c,(t) = «(i) 1 - £ (t£,a4_ 1 )<; 



[-] k [-] [ fc ~ 1 ] 

P (ô> a | r^wn 11^ a (- 1 ) I ^ I )-n mi r +è(2m) "<,) n p(i r è(2 ' +2) -<<) 

£=1 i=l £=l i=l 
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donc par le 1) du lemme 3.6.8 et la définition 6.2.3 : 

[|] k 

^,^(1)^=^1 \ s+1 )f [m] (s) h(t) l\a(-t 2e )Yl(t e ,a(-l)^).g k (h-t k ) 



avec : 

9k(x) 



1 lorsque k est impair 



\ s+ l^ k+1 ^ùo ^ k ) lorsque est pair. 
Dorénavant on remplace a(l) par sa valeur : a(l) = 1 ainsi : 

b' u (Ùa\ \") =p{Ù a \ l^f^isMs) 

avec : 

Cu(s) = ( Yl a{uiYj J2 Q(h,---,t k )(^flp(s+^(r+e);t e u e ){t e ,U e ^ 1 )jg k (t 1 ...t k ) 

^l<i<k ' t=(t 1 ,...,t fe )6(F*/F* 2 ) fc ^=1 ~ 

en posant Ut = a(—l)^p(u)eô' pour i = 0, k. 
Remplaçant h(t) par sa valeur, on a : 



q(t 1 ,...,t k ) = h(t) Y[a{-t 2 t)\[a{tt) ao = < 



e=i e=i 



Yl e =i a i t 2£-i)a(-t 1 ...t k ) lorsque a = 



S] 

.n/=i lorsque a = 1. 



Lorsque A; est impair, k = 2p + 1 : 



• lorsque ao = on a a(t2p+i)a(— t±...t k ) = (t 2p +i,ti...t 2p )a(—ti...t 2p ), on somme d'abord 
sur i2p+i ce qui donne après simplification : 



2p 

H<i<2p / t=(t 1 ,...,t 2î ,)6(FVF* 2 ) fc ^=l 

avec : g(x) = a(-xu 2p+1 )(u 2p+1 , (-iy +1 U 2p )p(\ | s +^ (r+2p+1 W 2p ); 
• lorsque ao = 1, on commence par sommer sur t\ d'où : 

,2p+l 

n 

^2<i<2p+l ' t=(t 2 ,...,t 2p+1 )G(F*/F* 2 )^=l V <?=2 

avec : g{x) = a{ui)a{uix){u u aÔQ)h{\ \ s+ ^ r+1) û xuia 5' )• 
Lorsque A est pair, k = 2p, on a à évaluer les quantités : 



( \ P f 2p+1 1 \ 

c u (s)={ a{ui) l \ Yl II p{s+^(r+e);t E u e )(t e ,U^ 1 ))g(t 2 ...t 2p+1 ) 
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• lorsque ao = : 

2p 



Cu(*)=(n ^ JJ a(«2/-i) Cil i»(s+^(r+^); ï/z-i^fl-C*!-^) 

M<i<2p ' t=(t 1 ,...,t 2î ,)6(FVF* 2 ) fc ^=l V«=l " ' 



i«+è(*+i)/ 

"a(-i)t x / 

lorsque ao = 1 : 



avec : g{x) = a(-x)h(\ \ s+ ^ k+1 )Cj k ). 



2p 

n 

l<j<2p 7 t= ( tl) . ..,t 2î ,)e(F*/F* 2 )M=l V=l 

avec : 5 (x) = a(x)h(\ fc ) = a((-l) p x)((-l) p , x)/i(| | s+ K fe+1 )cD fc ). 

Lorsque ao = 0, on obtient en appliquant le lemme 7.3.13, 3.6.8,1) et la définition 6.2.3 : 
c u {s) = f P +i(s + -r - 1) h(u) 2p (p(u) 2p , -aô'o) g(p(u) 2p ) 



2 

avec : 



J (— 1)p 1 lorsque k = 2p et ao = 0, 
I (— l) p (5o lorsque fc = 2p + 1 et ao = 0. 
Lorsque ao = 1, on obtient de même : 



k = 2p + 1 donc ô=letô' Q = (-l) p : 

) - ! ) \ i, (,:).. : In,, /,,, : a À'. ) 



1 2p+l 

Cu(s) = /p+i(« + ^(j ~ x )) M^Wi (u 2 ...ii2 P +i, a^ ) J| a(ui) g(u 2 ...«2 P +i) 

î=2 



k = 2p donc o = et S' Q = (-l) p 5 : 



1 2p 

i=i 

avec : 

S(u) = ^ ^((-lfx)5i(x) et 

a;GF*/F* 2 

^i(x) =iE ÎÊ F.^*.(-iW«)ï) p(\ \ s+ ^ {r+1) ù z ) h(\ \ s+ ^ r+2 ^ù z{ _ l)vp{u) ) 

= (aS' , {-lfp(u)x) a(-(-irp(n))^ +è(r+1)iS+|(r+2p) (x, (-l)*p(«), 1) 
(lemme 3.6.4-B-6)) d'où en remplaçant a par sa valeur et en posant 

c u {s) = /[*+<+!] (a + - j - ^) ^)' 

on a : 
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• Lorsque r est impair (i.e. ao = 0) : 

c 'u( s ) = K u ) oc{p{u)) (p(u),aô' ) . 

h(\ | s+ 2( fe + 1 )(2i k ) lorsque k est pair (donc <5 = 1 et <5o = 1) 

«(-i) ! p(«) 

pQ | s+ 2( r+fe )j) a( 5 ) lorsque k est impair (donc ô = 0) 
Lorsque r est pair (i.e. ao = 1) : 

k 

i) Lorsque k est pair (donc 6 = 0): c' u (s) = ((— 1) 2 , a<5op(it)). 

£ a(x) (x,a5o)MI | s+ ^ (fe+1) ^) ^i (p+1)>-+è(p+Jfc) (x,(-l)îp(u),l). 

a;€F*/F* 2 

ii) Lorsque k est impair (donc <5 = 1 et ôç, = 1) 

c' u (s) = (p(u),a(-l) k -¥) h(\ r^+DcD ^ ), 



et on remplace Y\i<i<k a ( u i) 



-k 



(p(u), (—1)2) lorsque k est pair, 



k + \ 



h(u)a(p(u))(p(u), (—1) 2 ) lorsque k est impair. 



□ 



Remarque : Les calculs effectués dans cette proposition sont également vrais sur M. en conser- 
vant les facteurs a(l). 



Lemme 7.3.13 Soient p > 1, F : F*/F* 2 -► C et pour i = 1, soient Ci, Ui,Vi, Ui, Vi G F*, 



Sj, S; Ç C et 



£*= ^ F(t 1 ...t p y 1 ...y p ) j [ a(c i yi)(yi,V i )(ti,Ui)p(si;tiUi)p(s' i ;yiVi), 

ti,...,t î ,,yi,..., î / î ,eF*/F* 2 i<i<p 



alors 



S = K- Y. M nP(u)p(v)x) H [ p(\ \«û zUi ) h(\ \<Cj zcmVi ) ] 

z,x&*/¥* 2 l<i<P 



avec 



K = a(l)-P II a(c tVi ) H(ui,Ui) J[ {v t ,V t ) 

l<i<p 1<*<P 

P( u ) = X[\<i< p u iiP{ v ) = X[\<i< p v h f étant le cardinal de F*/F* 2 . 
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Démonstration: On change la sommation en posant pour i = p : Xi = t\...tiy\...yi 
donc ti = Xi-iXiUi d'où : 

A = ^2 f(x!,...,x p ) j| [a(ciyi)p(si]Xi- 1 x i yiUi)p(s' i ;yiVi) (yi,UiVi)] 

x 1 ,..x p ,y 1 ,...,y p e¥*/¥* 2 l<i<p 



avec 



f(x 1 ,...,x p ) = F(x p ) Hi<i<p(xi-iXi,Ui) et x = l, 

= F i x p) Hi<i<p( x i>UiU i+ i) avec U p+1 = 1 

donc : 

A= ^ f(x 1 ,...,x p )g(x) 

X!,..x p &*/F* 2 

avec : 

9(x) = Ei /1 ,..., Kp eF*/F»a lli<i<p a(ciyi)p(si; x i - 1 x i y i u i )p(s' i ; ym) ( yi , UM) 
= Ui<i< P 9i{x) 

avec : 

9i( x ) = T, yi eV*/W* 2a toyi)p( s i'> x i-l x iyi u i)p(4'>yi v i) (yii U i V i) 

= (cj, UiVi)A 1 s ^ a ,_{xi- 1 x i CiUi,CiVi, UiVi) 

= {vi,UiVi) a ^ C ^ \ V (zi,Xi-xXiUiVi)p(\ \ Sl ù Zi )h(\ Y'iùzidViUiVi) 
ail) t ^-^ „ 

v y 2i eF*/F* 2 

(B-6) du lemme 3.6.4) donc : 

g(x)=K(j) p ^2 H(z!,...,z p ) Y[ (xi,ZiZ i+1 ) et z p+1 = 1 , 

2i,..z p eF*/F* 2 1<î<P 



avec 

a(l) 

H( Zl ,...,z p ) = Yl P{\ \ Sl ù Zt )h{\ \ s, ^ ZiCtVtUiVt ){zi,UiVi) 

l<i<p 

donc 

A = K ^2 H(z 1 ,...,z p )(j) p ^2 F(xp)(x p ,ZpUp) ]J (x;, ZiZ i+1 UiU i+ i) 

z u ..z p &* /F* 2 ^ ii,..îp£F l<i<p-l 

= # XI H(zi,...,z p ) Y\ [ j ^2 ( x i, ZiZi+iUiU i+1 ) ](- ^2 F(xp){x p ,z p Up) ) 

2!,..z p eF*/lF* 2 l<i<p-l ^ Xi6F ^ z p gF*/F* 2 

donc pour i = 1, on a : Zj = ziUiUi, on pose alors z = zi?7i d'où 2j = z£/j pour i = 1, 

et on pose x = p(u)p(v)x p . □ 
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Remarque 7.3.14 1. La proposition 7.3.12 est également vérifiée pour k = 1 (cf. th. 3.6.5- 
2) et 3), ici N = 

2. Dans le cas DI(n,k) (i.e. 5 = 0) avec 2n — 3k > 3, les coefficients B u (£j a \ \ s ) ne dé- 
pendent que de p(u). 

• Lorsque k est impair, on a une équation globale donnée par : 

Z*(?f;û a \ \ s ) = B(û a \ \ s )Z(f;û aSo \ \-*- n + k ) avec 

B(ù a \ \ S )=j(Qa) k fï±l(s)f*±l(s + n-h-l) p(û a \ \ S+1 )p(\ \ S+n - k ùaS ). 
2 2 Z 

• Lorsque k est pair, on rappelle que pour u G F*/F* 2 Z u (f;w) = Z(fl^ xe ^ |F(a;)6MF*/F* 2 }) 7r ) 
(resp.Z*(g;ir) = Z(gl^ yeg / i \F*(x)euF*/F* 2 }i 7T )) alors classiquement (c/.§6 prop.6.2.4 et 
sa démonstration) on a pour tout v G F* /F* 2 : 

Z* v (?f; S ) = 1 (Q a ) k f,(s)f,(s + n-h-l) £ A v>u (s)Z u (f; —s — n + k) 

«sf*/f* 2 

avec : A VyU (s) = 



E.eFVF- ^ lia+ i (fc+1) ((-l) 5 ^^ 

E, 6 FVF- ^ +1 , s+ i (A;+1 )(^^ ) (- 1 ) l )(^^0)^ +è(r+1)iS+è(r+fc) (x,n,(-l)f). 



(r = 2n- 3k) ) 

Si on désigne, pour s G C, A{s) := (A vu (s)) v «gF*/F* 2 ^ a mû ^ r * ce "normalisée" des coef- 
ficients et A s (x,m) := (A s ^ 1 s+ m(v,u, (— l)^ T ^))„, u eF*/F* 2 ^ a matrice "normalisée" des 
coefficients associés à l'équation fonctionnelle pour une forme quadratique de discrimi- 
nant x sur un espace vectoriel de dimension m, on a : 

A(s) = A s (l, k + ljDA^i^^l, k + 1), 
D étant la matrice diagonale à 4 lignes et 4 colonnes de coefficients diagonaux (x, Sq) x ^* /F* 2 • 



Dans le cas BI(n,k) (i.e. ô = 1) avec 2n — 3k > 3 et k > 3, les orbites de G dans q[ 

7* 



sont indexées par L = {(u, e)\u G F*/F* 2 et e = ±1}, notons Z u ^ = Zq u ^ (resp. ZJ^) 



alors 



Z*{<Jf-s) = C{s)p{\\ s+1 ) 1 {Q a ) k Y, A M (s)Z (u ^(f--s-n + k-l) avec 

(u,e)eS 

3 1 

C{s) = / [ fc±i ] (s)/ [ fe± 2] (s + n- -(k- 1) - y 



+ a ' 

k - 1 \h(\ l s +è( 6 o+i),r, 



A (u , e) (s) = ea(u)(u,(-l)^)h(\ r^^ù^J 
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I k lorsque k est pair, 
et bo = < 

I r lorsque k est impair. 

Il est facile d'établir comme dans 2) que pour v G F*/F* 2 on a : 

£ e ((-lf-^ ] ,u)Al +hsH(bo+1) (v,u, (-l)l).Z (u , e) (/; -s — n+ k — 1). 

(u,e)eS 



7.4 Le cas DIII 



On rappelle que que (flo>fli) est de type (D n ,«2p) avec n > 4 et 3p < n, que g est de type 

n 

DIII donc en particulier on a rang(g) = [— ] (noté m) et (flcbBi) est de type (R m ,X p ) avec 
R = C lorsque n est pair et BC lorsque n est impair (cf.tableau 2). 

On donne les résultats pour n — 3p > 2 lorsque F est un corps p-adique et n — 3p > 4 
dans le cas réel, hypothèses techniques permettant la descente avec des préhomogènes de type 
DIII (cf. démonstration du lemme 7.4.3), plus restrictives que la condition pour que 2Hq soit 
1-simple donnée par n — 3p > 0; on suppose également dans le cas p-adique que l'entier 
n — p est impair, hypothèse technique simplifiant les résultats, en effet dans le cas n — p pair 
il apparait un caractère difficile à évaluer de manière intrinsèque (cf.remarque 7.4.2,1)). 

Pour k = 1, ..,p, E^Hk) = Q 2ek est de dimension 1 et on note et Yf. des générateurs de 
Ei(Hk) et E-^Hk) tels que (Jffe, —Hk,Yk) soient des sl2— triplets. 



7.4.1 Le cas p = 1 

On rappelle que l'invariant relatif fondamental du préhomogène (flo>0i) est donné par : 

_ 2B(adx 4 (Y 1 ),Y 1 ) 
nX) ~ B{H U H X ) 

et que x{G) C F* 2 (lemme 2.3. fMû"4] ). 

Comme F est de degré 4 et que l'on souhaite utiliser les résultats connus sur les formes 
quadratiques (théorème 3.6.5), l'étude du préhomogène : (flOîfli) se fait à travers l'étude du 
préhomogène : (P',Qi), P' étant le sous-groupe parabolique défini par H[ = h\ et H' 2 = h^, 
avec A = ei — 62 et ^ = ei + 62 (dim(g A ) = 4), alors H[ + H' 2 = H\ . 

On note F{ et F' 2 = F les invariants relatifs fondamentaux associés à P'. 



Lemme 7.4.1 1) F(fli) = F - F* 2 . 
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2) Les orbites de G dans g[ (resp.g'_i) sont données par O u = {x G gi \ F(x)¥* 2 = u} 
(resp.O* = {x G g_j | F*(x)¥* 2 =u}) avec u G F*/F* 2 - 1. 

3) Les orbites de P' dans g"i (resp.g" _i) sont données par 0' u = {x G gi \ iq(x) ^ 
0,F(x)¥* 2 = u} (resp.O* = {x G g_i | F*(x) ^ , F*(x)¥* 2 = u}) avec u G F*/F* 2 - 1. 

4) Soient uetv dans ¥* /¥* 2 - 1, 
i) F = R 

a-l,-l(si,a 2 ) = As(s 2 )A 3 _( Sl + S2 + n - 7 -)= 4 (2ir)- 2s ^- 2n + 2 . 

3 5 
r(s 2 + l)r(s 2 + ^(si + s 2 + n- 2)T(si + s 2 + n - -) (-1)" sin(7rs 2 ) cos n(si + s 2 ). 

iij F est un corps p-adique, on suppose que n est pair alors a v ^ u (ui, w 2 ; si, s 2 ) = 

EA 1 , 1 , 3 (f, u>, l)^ 1 5 n(w,u, 1). 

wt=F*/F* 2 -l 

Démonstration: a) Soit x non nul dans gi, si s(x) = {ei}, à l'aide de exp(ad(Q~ e2 )) on 
peut se ramener à s(x) n {ei ± €j,j > 2} ^ puis que ei — e 2 G s(x) donc finalement que 
ei — e 2 G s(x) C {ei ± e 2 } par le lemme 2.2.1. 

Soit x G q[ (resp.g"i), il existe ainsi g G G (resp.g G P') tel que x = x^ + x^ avec x,\ G g A — {0} 
et x M G g M — {0} qui commutent d'où 2). 

Le préhomogène commutatif associé à g A est de rang 1 donc son invariant relatif fondamental 
est une forme quadratique anisotrope et le diagramme de Satake associé est de type : 
• — © — • 

{x G g x | F\(x) ^ 0} est une seule orbite pour Gfj^ ( cf.§ 6) ainsi on peut supposer que Fi(x\) = 
1 et on a F(x\ + x M ) = P\(x fl ). Le préhomogène associé à il(s), avec 5 = ¥x\ + ¥h\ + Fx^" 1 , 
est également commutatif de rang 1 et dim(il(s)i) = 3 donc l'invariant relatif fondamental est 
une forme quadratique anisotrope définie sur un espace de dimension 3 d'où F(qi) = F — «F* 2 , 
— u étant le discriminant de la restriction de P\ à 11(5) i ( |Q'M| ) et le diagramme de Satake 
associé à (il(s)o,il(s)i) est de type : 

d'où 3) (cf.§6 et 2). 

b) Montrons que le discriminant de Pi/H(s)i vaut —1 d'où 1). 
Soit E = ¥[y/ê] une extension de dimension 2 de F sur laquelle g se déploie (|Ve|). (X a ) aG -^ une 
base de Chevalley de qe = Q®e¥ et a l'antiautomorphisme de g# ayant g comme points fixes. 

On peut supposer que : 

x\ = ^t2-ë 3 + o-(Xi 2 ^ z ) = X ?2 _ ?3 +pX ?1 _ ?4 

x M = xX l2 +?3 + xa(X l2 +?3 ) + yX- ei +?3 + y a (X- ei +?3 ) 

= xX ?2+?3 + xqXj 1+ j A + yX ?1+?3 + yrX l2+l4 , x, y G E. 
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Prenons (ce qui ne change rien pour F) Y\ = aX—^—tz £ 02) ci étant un élément non nul de 
E vérifiant la relation : 

- = P r TT avec Ni = iV ?1 _ ?4i?2+?4 , N 2 = iY ?2 _ ?3i?1+?3 . 
a iv 2 

La relation = se traduit par ay G -^/eF. 

En utilisant les propriétés des coefficients N a> p ( |Bou 2j ). chap.VIII,§2,n°4, lemme 4 et prop.7 
ainsi que l'ex. 4), on obtient : 

ad(x A ) 2 (y 1 ) = -2apiViiV3X_ ? 3_ ?4 

ad(x M ) 2 (yi) = 2arN i N 5 (xx * N + yy) X ?3+?4 avec N = ±1, 
A/, = N- - - - 

^4 = -Wëi+ë3,-ïi+ë4J 

N 5 = iV ?2+?4 _ ?1 _ ?2 , d'où 
F(x x + x^) =| pr N^N^ (xx ^ N aâ+ ayœy) 
= N 2 N 3 N 4 N 5 (xx * N aâ+ ay ôy) , 

le discriminant de cette forme quadratique vaut N2N3N4N5 = —(N2N5) 2 = —1 car iVj = 
il, 2 < i < 5 et on applique l'ex. 4 aux racines : 

a = ë 2 - ë 3 , /3 = -ë 2 - ë 4 , 7 = ëi + ë 3 , <5 = -ëj + ë 4 

ce qui donne A^ 3 iV 4 + N 7ta .Np >s = or iV 7ja = -iV 2 et = -N 5 . 

c) Il y a une seule classe de formes quadratiques anisotropes définies sur un espace vectoriel 

de dimension 3 qui ne représentent pas 1, elles ont pour discriminant —1 et pour invariant de 

(G) 

Hasse —1 (dans le cas réel et dans le cas p-adique), soit G un représentant et a\, t u le coefficient 
associé aux orbites O u = {x\G(x)¥* 2 = u} et O* = {x\G*(x)¥* 2 = v} donné dans le théorème 
3.6.5 (dans le cas réel et dans le cas p-adique) : 

a$(u,s) = -Al, s+1;S+l (v,u,l). 

Pour calculer les coefficients de l'équation fonctionnelle associée au préhomogène (P',Qi), 
cIv,u(k\, 7r 2 ) avec u, v G F*/F* 2 — 1, on applique la proposition 5.1.1 dont on reprend les nota- 
tions. 

Notons qu'ici É(^, Ç) = B(^, = -1. 

Soient 0' u et O'* deux orbites de P' resp. dans 53" 1 et g"_i, z = Zq + Z-2 un représentant dans 
0' v * tel que F\*(zq) = 1 et P'\(z- 2 ) = v alors : 

(-^2,0)20 a pour invariant relatif fondamental la forme quadratique anisotrope F(...+Zq ) j '(^2,0) 
qui ne représente pas 1, donc les coefficients correspondants sont donnés par 0^^(1x2) avec 
w G F*/F* 2 — 1, soit ty, G (^,0)20 tel que F(t w + Zq 1 ) = w alors [Eq^u, a pour invariant 

relatif fondamental la forme quadratique anisotrope F(t w + ■ ■■) / (Eo^)t w qui ne représente pas 

(G) 7 

1, donc le coefficient correspondant est donné par aw,u{^i^2\ | n_5 ) car : 
• P2,2 = 1 et = dim(gi) - 8 
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• F(t w + z 1 )=w et F(t w + t w (0' u ) = u, 



d'où : 

^,«(^1,^2)= 7(^ î ^ 1 )42(7r 2 )a£ C 3( 7r i- 7r 2ir~^) 

weF*/F* 2 -l 

d) Il reste à calculer 7(t îl) ,£ ( T 1 ) c'est à dire à considérer la forme quadratique Q(A) = 
^B([t w , [zq,A]],A) défine sur £7-1,1 = ®3<7<m0 e2±<y © E avec E = {0} lorsque n est pair et 
E = g 62 lorsque n est impair. 

Soit A = Y.z<j< m {Aj + B-) + C avec A j e e2 ~% ^ E g e2 +^' et C <E E. 
En raison des relations d'orthogonalité de B on a : 

Q(A)= B^^AAlB^ + QiC) . 

3<j<m 

Comme B([t w , [zq, Q e ' 2 ~ ej ]], Q £2+ej ) est une forme bilinéaire non dégénérée, j(Q) = 1 lorsque n 
est pair et sinon 7(Q) = j(Qi), Qi étant la restriction de Q à E, espace vectoriel de dimension 
4. 

Soit t € F*, comme tt w + z^ 1 et t w + Zq 1 sont dans la même Gjj[ orbite par 3), tQi et Q\ sont 
équivalentes. Ainsi Q\ est de type (2, 2) dans le cas réel et 7(Qi) = 1; dans le cas p-adique Q\ 
a pour discriminant 1 et ~f(Qi) = 1 si Q% représente et —1 sinon. □ 

Remarque 7.4.2 1. Lorsque F est un corps p-adique, on reprend les notations du b) de la 
démonstration précédente avec la description de Qe donnée dans \Bou 2\j (chap. VIII,§ 13, 
n°4) et a donné par cr(X) = TXT^ 1 avec 



( Ip 0...0 \ 
Ip 0...0 



V ...0 Ip J 

alors a V)U (u)i,U2] si, 32) = 



p 

1 



13 G F* tel que (e,/?) 



«jGF*/F* 2 -1 



"W2,S2+1,S2 + 



s(v,w,l)Al 



lorsque n — 1 esi impair, la matrice des coefficients est simplement le produit des 2 
matrices des coefficients des invariants relatifs fondamentaux des centralisateurs : 



(a„ in (wi,w 2 ;si,s 2 )^n 6 F*/F* 2 -i = ^ {G) (w 2 | | S2 ).^ (G) (. 



WlW2| | S l+ S2 + "-2' 



avec 



A^( u \ | s ) = (agH | s ))„, uG f./f-=>-i 



S. .Dans /e cas rée/, /es polynômes de Bernstein associés au préhomogène (P',gi) s'ob- 
tiennent à partir de la prop. 3.4-4 e t de la remarque 3.6.6,1) ce qui donne en raison de 
la normalisation choisie : 

1 17 

bi(si,s 2 ) = s 2 (s 2 + -) et b 2 (si, s 2 ) = s 2 (s 2 + -)(si + s 2 + n - -)(si + s 2 + n - 3). 
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3. Les équations fonctionnelles associées au préhomogène (G, Q±i) sont données par : 

• Dans le cas réel : 

Z*(?(f);s)=aW(s)Z(f;-s-n + 2) 

avec 

a^(s) = 2(2vr)- 4s - 2n+2 r(s + l)r(s + |)r(s + n- 2)T{s + n - ^)(-l) n sin(27rs). 

• Dans le cas p-adique , lorsque n — 1 est impair, soit v G F*/F* 2 — 1 alors : 

Z* v (?(f);s)= Yl a,W(s)Z u (f;-8 -n + 2) 

ue¥*/F* 2 -l 

avec 

4?2(s) = E Al s + l,s + ï K^^^+n-f^n^K^ 1 )" 

7.4.2 Le cas p > 2 
Pour k = 1, soit : 

gfc(^)= mrr „\ > ^Wn Sl . 

Les invariants Fi, F2, F p sont normalisés par la condition : 

pour x = ^ Xi G = ]| Gi(xi) , 

l<i<p \<i<k 

Il est alors aisé de vérifier que : 

pour y = X> € W£ F* k {y) = ]J G*(y t ) . 

l<i<p p—k+l<i<p 

On a Xk(Po) C F* 2 pour fe = 1, ...,p. 

Lemme 7.4.3 On suppose que n — 3 p > 2 lorsque F esi «n corps p-adique et que n — 3p > 4 
eîans /e cas rée/. 

Soif X G Wt,,, s l'algèbre engendrée par les projections de X sur ^(.f/j) n 31 et de X^ 1 sur 
E_2{Hi) ng_i, it = il(5) a/ors (llo,lli) est de type (-D n -3) Q: 2(p-i)) e ^ ^ es ^ ^ e -D//7. 

Démonstration: Il suffit de vérifier que il est de type DIII (cf. démonstration du 1) du 
lemme 7.1.3) avec p = 2 puisque pour p > 3 on applique le lemme 7.1.3,3) et pour i = 1 car 
H\ et #2 sont dans a même orbite de G. 

Comme il(FiÏ2) est de type DIII (cf. démonstration du lemme 7.1.3) on a Gi{E2{H\) flfli) C 
F - F* 2 (lemme 7.4.1) donc Gi(ili) C F - F* 2 . 
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Dans le cas p-adique, on a n > 8 par hypothèse donc si il est de type DI alors Gi(ili) = F par 
le lemme 7.3.8, 2) ce qui est absurde donc il est de type DIII. 

Dans le cas réel, par la démonstration du lemme 7.4.1, on peut supposer que X G g ei ~ e2 (BQ ei+e2 
donc ®3<i<p]0 ei C ilo d'où rg(il) > [§] — 2 or par hypothèse n > 10 dans le cas réel d'où 
r 5 (il)>3." 2 

Supposons que il soit de type DI et vérifions alors que Gi(ili) = F ce qui est absurde . 

Il existe une constante c telle que cGi/iXi soit de type (po,qo) avec ço > 1 et po > 5 (lemme 

7.3.3) donc UltU2 / pour < u x + u 2 < 2 (lemme 7.3.8,1) d'où cGi(ili) = F. □ 

Soit u = (ni, ...,n p ) G (F*/F* 2 — l) p , on rappelle que : 

O u = {x G 01 | iq(x)F* 2 = m , F 2 (x)F* 2 = Ul u 2 , F p (x)F* 2 = Ul ...u p } 

0* u = {x£ _i | FÏ(x)F* 2 = u p , F 2 *(x)F* 2 = u p _ lUp , ..,F p *(x)F* 2 = u p ...u x }, 

Les ouverts O u (resp.O*) sont non vides et forment une partition de 0"i (resp.0"_i). 

Théorème 7.4.4 On suppose que est de type DIII et que (0o,0i) est de type (D n ,a2 P )- 

1. Dans le cas réel, on suppose que n — 3p > 4, soit f £ <S(0i), alors : 

Z*(f; Sl ,...,s p ) = ( a^- 3p+3 \s p . l + ... + s p + l)) Z (f ; s* - (n - 2p)l p ) . 

0<1<P-1 

2. Dans le cas p-adique, on suppose que n — 2>p > 2 et que n — p est impair. 
Soit v G (F* /F* 2 - l) p , alors pour f G S(fli) on a : 

Zy(f;Tr)= ^ a v , u (s)Z u (f;s* - (n - 2p)l p ), 

«e(F*/F* 2 -i)p 

avec a V:U (s) = Y\i<e< p P+3) ( s p-£+i + ■■■ + s p + £ - 1). 

Démonstration: On procède par récurrence sur p, le cas p = 1 ayant été fait dans le lemme 
7.4.1. On suppose le résultat vérifié lorsque (0o, 0i) est de type (D[, «2(p-i)) avec l—3(p— 1) > 4 
dans le cas réel (resp. I — 3(p — 1) > 2 et l — (p — 1) impair dans le cas p-adique) avec de 
type DIII. 

Lorsque (0o, 0i) est de type (D n , ct2 P ), avec n — 2>p > 4 dans le cas réel (resp. n — 3 > 2 et 
n— p impair dans le cas p-adique) avec de type DIII, on applique la proposition 5.3.1, dont 
on reprend les notations, avec k = 1. 

Soient z = z + z- 2 € O v flW^, il = it(s) (resp.il' = il(s')), s (resp.s') étant l'algèbre engendrée 
par zq et z^ 1 (resp.^2 et z^ 1 ). 

(il'o,il'i) est de type (L>„_3, a 2 ( p -i)) et il' est de type DIII par le lemme 7.4.3, (ilo,ili) est 
de type (D n ^ 3p+3 , a 2 ) et il = n 2 <i< p il(Fî/j © FHi © Fy^ 1 ), en décomposant z = Y< 2 <i< P Vi 
et m G E 2 {Hi) n 0i, or ii(Fy p © FH p © Fy~ 1 ) est de type DIII par le lemme 7.4.3 donc par 
récurrence il est également de type DIII. 
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On applique la proposition 5.3.1 avec H = W dans le cas réel et H = F* 2 dans le cas p-adique. 
□ 

Remarque : Les sommes apparaissant dans le cas p— adique semblent peu simplifiables aussi 
on ne donne aucune autre relation concernant les coefficients de l'équation fonctionnelle asso- 
ciée à G ( cas si = ... = Sp-i = et s p = s). 
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8 Les cas exceptionnels 



Dans ce paragraphe, on détermine les polynômes de Bernstein ainsi que les coefficients de 
l'équation fonctionnelle associée aux préhomogènes (0q,0i) pour lesquels (flo,0i) est de type 
exceptionnel, P(H%,H2) étant alors l'unique sous-groupe parabolique standard très spécial 
associé à cette situation (cf.§2.5 et tableau 3). 



8.1 Le cas (E 7 , a 6 ) 
8.1.1 Généralités 

Les préhomogènes considérés dans cette section sont des F— formes de (Ef,ae). 

Ils sont particulièrement simples à étudier parce que les invariants relatifs fondamentaux 
des centralisateurs qui interviennent dans le calcul des coefficients de l'équation fonctionnelle 
sont des formes quadratiques sur un espace de dimension paire (8) et dont les caractéristiques 
(discriminant et coefficient 7) ne dépendent que du rang de g (cf.prop.8.1.3). 

Par classification ( |\VaJ.f\ c 1. ils sont de trois types au plus de diagrammes de Satake 
suivants : 

1) Le cas déployé : 

O O O O @ o 



2) Le cas EVI : 

O O O • (0) • 

1 

Le diagramme de Dynkin du préhomogène (00, 0i) est alors de type (F4, A4) : 



3) Le cas EVII (alors F = R) : 

O • • • © O 

1 

Le diagramme de Dynkin du préhomogène (flo>0i) est alors de type (63^2) : o— ©; 



Dans les 3 cas, le sous-groupe parabolique standard est donné par P{H\,H2) avec H2 = 
2hâ (cf. démonstration du lemme 1.3.1) et H\ = 2(Hq — ha) = 2hp, â étant la plus grande 
racine de A et 
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• j3 = 012221 dans le cas déployé, 

1 

• (3 = 0122 dans le cas EVI (c'est la restriction de la racine précédente), 

• j3 = 021 dans le cas EVII (c'est la restriction de la racine du cas déployé). 

On note (A, Ào) le diagramme de Dynkin de (0o,0i) et S un ensemble de racines simples 
de A : 

• dans le cas déployé, S = {oj, 1 < i < 7} (notation de la planche VI de |Bou 1| ). 

• dans le cas EVI, S = {Aj,l < i < 4}, Àj est la restriction de ai,i = 1,2, À3 est la 
restriction de 04 et A4 est la restriction de o.q, 

• dans le cas EVII, S = {Àj, 1 < i < 3}, Ai est la restriction de ai, À2 est la restriction de 
«6 et À3 est la restriction de «7. 

H\ et H2 sont dans la même orbite de G. 

L'algèbre simple E = il(F#2) (resp.F = il(F#i)) est graduée par -iJi (resp.-^) et 

• le préhomogène (Eq,Ei) (resp.(Fo, Fi)) est de type (DQ,ct2) dans le cas déployé , 

• E (resp.F) est de type DIII dans le cas EVI, 

• E (resp.F) est de type DI dans le cas EVII, 

E (resp.F) admet comme sous-algèbre abélienne déployée maximale f)o = ©Ae£|n(5,A)=o^A 
(resp. ï)o = ©A G S|n(/3,A)=o F ^A), de plus : 

Si = E 1 ®F 1 02 =0 5 ©0 /3 ©£ 2 GHi) r\E 2 (H 2 ) 
g a et 0^ sont de dimension 1, dim(i^i) = dim(Fi) = 2^2,2 = 16. 

8.1.2 Préliminaires 

Lemme 8.1.1 Soit x G E{ (resp.x G F{) et il x = il(Fx © FHi © Fz" 1 ) (resp.il x = il(¥x © 
¥H 2 ©Fx- 1 ); alors : 

1. Dans le cas déployé, rang(il x ) > 3. 

2. Dans les cas EVI ou VII, rang(ilx) = rang(g) — 2. 

Démonstration: 1) On rappelle que rang(il x ) <rang(0) — 2 (proposition, appendice 1) ce 
qui termine le cas EVII et dans le cas EVI on a l'inégalité rang(ilj;) < 2. 
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2) Dans le cas déployé, on effectue le calcul de 

Comme (Eq,Ei) est de type (D§,as) on peut supposer que x = Xa<î<4 a î"^i> avec 

ai Gt2«3 a 4 7^ et 

= «6 > = as + OiQ + af , fis = a6 + 2a 5 + 2a4 + a 2 + «3 , = a7 + aQ + a^ + 2a^ + a2 + as 

donc x^ 1 = Hi<i<4 ^^-w ( c ^- P ar exemple prop.6.6 de [Mu 2] et th.l et tableau II de 
f\Tn~î| ). 

Soient : 

ôi = ai + (3 , ^2 = $l + 03 + 04 + «5 , 

Xi = a2[X- f j, 1 ,Xs 1 ] — ai [X_ M2 , X^ ] , ft-i = hs 1 - fll +hs 1 - fl2 , Y"i = a 2 1 [X Atl , X^J — a 1 1 [X At2 ,X_ 

X 2 = a2[X_ /t3 , X<5 2 ]— a3[X_^ 2 , X<5 2 ] , /12 = hs 2 -n 2 +hs 2 -fj, 3 , Y 2 = a 2 1 [X /t3 , X_5 2 ]— a 3 1 [X M2 ,X_ 

comme les racines o~i — fi\ et <5i — ^2 (resp. 82 — ^2 et 82 — ^3) sont orthogonales, on vérifie 
facilement que (Xj, hi, Y{), i = 1, 2, sont 2 s/2-triplets de l'algèbre il x donc F/15 © ¥h± © F/12 = 
F% © ¥h a2 © Fn Q3 est une sous-algèbre abélienne déployée de il x . 

3) Dans le cas EVI, dans une extension quadratique convenable de F, F' = F-y/â, q' = 5©pF' 
est une algèbre déployée, notons a la conjugaison "associée". 

Comme er(/ii) = [12 et cr(fis) = M4, 

A * = {xX Ml +xk±X^ | x G F'} , 0^+2A 3 +A 4 = {yX ^ +vhX ^ | y € F'} 
avec (r(I" w ) = /ciX^ 2 et ct(X M3 ) = K 3 X^ 4 . 

Notons également que o"(o~i) = 81 donc o^X^) = kXs 1 avec /cfe = 1. 

Comme le préhomogène (Eq,Ei) est de type (63,01), on peut supposer que x <E E[n (g A4 © 
£jA2+2A 3 +A 4 ) donc s'écrit sous la forme : 

x = xX w + xkiX^ + yX M3 + y/c 3 X M4 ,x,y £¥' - {0}. 
Soit t e F' - {0} tel que = = --^ et : 

t Kl 

Xi = SfcifX-^jX^J - xtfX-^, X^J , li = — — [X^X-^] - — [X At2 ,X_ 5l ] , 

alors cr(Xi) = Xi,cr(Yi) = Y\ et comme dans 2), (X%,hi = hg^^ + Ti^-^, Yi) est un 
si2-triplet-triplet qui commute à [x,H\,x ) donc F/15 © ¥h\ est une sous-algèbre abélienne 
déployée de il x de dimension 2 or il x est de rang inférieur ou égal à 2 d'où il x est de rang 2.D 



Proposition 8.1.2 Soit x = X2 + xo £ Wi avec Xi G Ei(H\) r\g±, alors les préhomogènes 
((ttxjo, (ttxi)l), i = oii 2, sont des ¥-formes de (A 5 , {ai, a 5 }). 

Dans les 2 cas l'invariant relatif fondamental est une forme quadratique de discriminant 1 
et d'invariant 7 = 1 sauf dans le cas EVI où il vaut —1. 
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Démonstration: Les préhomogènes ((il Xi )o, (il Xi )i), i = ou 2, sont des F-formes de 
(^5, {«i, «5}) d'après la démonstration du lemme 1.3.1 (2)). Mais alors le rang de H Xi peut 
prendre ces valeurs dans {1,2,3,5} par la proposition 8.1.3 donc par le lemme 8.1.1 : 

• le rang de iX ri vaut 3 ou 5 dans le cas déployé d'où l'invariant 7(i ? ( +Xi)/(il Xi )i)) = 1 
par la proposition 8.1.3, 

• le rang de ii Xi vaut 2 dans le cas EVI donc j(F( +Xi)/(il Xi )i)) = —1 par la proposition 
8.1.3, 

• le rang de ii Xi vaut 1 dans le cas EVII réel donc ~y(F( +Xi)/(!& JCi )i)) = 1 par la proposi- 
tion 8.1.3. □ 



Proposition 8.1.3 Soit (flO)fll) un préhomogène tel que (flo, fll) soit de type (A2 n +i, {«i, 02n+i}) 
et soitp le rang de g alors p = 2n+l ou bien 1 < p < n+1 et l'invariant relatif fondamental est 

Il lorsque p = 2n + 1, 
une forme quadratique F de discriminant 1 et d'invariant 'y (F) = < 

\{-l) n+1 -P sinon . 

Démonstration: On effectue le calcul explicite de F dans chaque cas. 
1) Le cas déployé 

Dans les notations de la planche I de |Bou l] et en prenant un système de Chevalley (X a ) a ^j\, 
il suffit de calculer B((adx) 2 (X_^, (adx) 2 (X_~) pour x G 0i, a étant la plus grande racine 
de A. Notons que dans ce système de racines N a> p S {0, ±1} et rappelons que B(X a , X_ a ) = 1. 

Ecrivons x = Yn=t %iX ei - €t + yiX ei _ €2n+2 alors : 

adx{X_à) = Ya=2 1 XiNiX e2n+2 ^ ei + yiN[X e ^ ei avec Ni = iV ei _ Êi _ 5 et N[ = N t ^ e2n+2 _ 5 , 

(adx) 2 (X_à) = E 2 <^j<2n+l^%Aj^-e, + H aveC : 

Ai,j = N ei - ei)e .- ei N!j + JVjiV e ._ e2n+2ie2n+2 _ ei etH = -( £^+1 x m (N(h ei . ei + N t h u ^ 2n+2 ) ), 



or : 



N €1 _ £ ^_ €2n+2 = -iV e ._ £1)5 = -iVg ,- S = -Ni et Ni = -N^ e2n+2 _ et = AL 5 , ei _ ei = -N t 
(lemme 4(3), chap.VIII,§2, n°4 |Bou 2| ) donc 

H = Ett 1 x iyi Ni(h ei - ei - h e ^ e2n+2 ) et Aij = -N ei - eue .- ei Nj + NN 



£j—€2n+2,£2n+2—<;i 



Pour i / j, posons : a = ei-e;,/3 = tj — €1,7 = e 2n +2-£j,ô = ei-e 2n+2 , alors a+[5+^ + 8 = 
d'où : 
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^ei-6 i 6 j -6 1 iV6 2w+2 -e J -,e i -6 2w+2 +iV' ej -e 1 ,6 2n+2 -ejiV6 1 -e i ,6 ! ;-e 2 „ +2 = (exercice 4 p. 221, chap.VIII,§2 
(Eôû2]) donc iV e2n+2 _ e ., ei _ e2n+2 = -N^^NjNi. 

Ainsi Ajj = -2JV J -JV ei _ e . iej ._ ei et 

J B((adx) 2 (X_ 5 ), (acfe) 2 (X_ 5 )) = ^ .v,!i l .r ll i,.\,. r \ h , + £?(#, F) 

2<î^j<2n+l 

2n+l 

= -4 ^ XiyjXjyiNiNj + ^ XiyiNi((ei - e 2n+2 )(H) - (e x - ej)(iî) ) 

2<i^j<2n+l i=2 

2n+l 2n+l 

= -6( ^ x 2 y 2 + ^ XiVjXjyiNiNj) = -6( ^ XjyjiVj) 2 , 

i=2 2<i^j<2n+l i=2 

et finalement l'invariant relatif fondamental est une forme quadratique = c^ 2 ™^ 1 XiyiNi, 
c G F*, par conséquent "f(F) = 1 et discr(F) = 1. 

2) Le cas de rang p avec g non déployéee. 



Par classification, on ne peut avoir que le type AIII (tables de |Waj et de |Vej ) par consé- 
quent p < n + 1 et sur une extension quadratique convenable F' = Wy/E, g est déployée, notons 
a la "conjugaison associée" alors pour i = 1, ...,p— 1 on a a (ai) = a 2n+2 -i, cr(a,i) = —ai pour 
i = p + 1, 2n + 1 - p lorsque p < n et a(a p ) = Ylp+i<j<2n+2~p a j d ' où : 

<r(Xei-ei) = hX e2n+3 _ t - e2n+2 pour i = 1, ...,p, 2n + 3 -p, 2n + 1 et o-(X ei _ e .) = /ciX ei _ e2n+2 
pour i = p + l, 2n + 2 — p. 

Comme £7(5) = 5 on a cr(Xg) = fcAg avec kk = 1 donc pour i = 2, : 

À'; 



fj([X ei _ eî ,X ei _ e2n+2 ]) = AT 2n+3 _ i X 5 = -NikXà => ki = -k 2n+3 -ikN 2n+3 _iNi. 

k 2 n+3-i 

Soit x G gi décomposé comme dans 1) et vérifiant a(x) = x, alors y 2n +3-i = kiTÎ pour 
i = 2, ...,p, 2n + 3 — p, 2n + 1 et yi = kixl pour i = p + 1, 2n + 2 — p donc il existe c G F' 

tel que - = — /c et : 

c 

F(x) = c(^ 2 < i < p2n+ 3„ p < i < 2n+1 (xIX2n+3-i^A r 2n+3~i)) + F a ( X ') 

= Y7i= 2 ( c X~i x 2n+3-ikiN 2n+ Z-i + CXiX2n+3-i&2n+3-iAi) + F a {x') 
= YTi= 2 ( x i~i + z i^i) + ^a(^') avec 2j = c/Ci7V 2 n+3-i^2n+3-i 

F a (x') = lorsque p = n + 1 et lorsque p < n on a : 

^oO^ ) = J2p+l<i<2n+2-p X i X i C kiNi et X = J2p+l<i<2n+2-p x iX ei -e 2n +i + x ï cr (^E i -e2n+i ) : 
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donc disc(F) = 1 et 7 (F) = 1 lorsque p = n + 1 (pas de racines compactes) et sinon 
1 (F)= 1 (F a ). 



Soit b' la F'-algèbre engendrée par -X±( ei _ £p+1 ), ^±( ei -6 i+1 ) Pour i = p + 

1, 2n + 1 — p. Elle est graduée par hâ qui appartient à b' et le préhomogène (b' , b^) est de type 

(^2(ra+l-p)+l> a 2(n+l-p)+l})- 

Elle est cr-stable et la F-algèbre correspondante, b = {x G b'\a(x) = x}, est alors de F— rang 1 
et F a est l'invariant relatif fondamental du préhomogène (bo, bi) donc F a est une forme qua- 
dratique anisotrope sur un espace vectoriel de dimension 4(n + 1 — p) d'où j{F a ) = (— i) n + 1_ P 
dans le cas réel et dans le cas p— adique on a nécessairement p = n et j(F a ) = — 1 par classi- 
fication des formes quadratiques. □ 



8.1.3 Le résultat 

Théorème 8.1.4 Soient (vri,7r 2 ) G (F*) 2 , f G S(fli) a/ors : 

Z*(J/;(7ri,7r 2 )) = Afa, vr 2 )Z(/; (tti, tt^ttJ 1 ! a^ec 
A(7Ti,7r 2 ) = p(vr 2 | |)p(tt 2 | | 4 )p(7r^7r 2 | | 5 ) / o(7rJvr 2 1 | 8 ). 

Démonstration: On reprend le calcul de la proposition 5.1.1 avec les mêmes hypothèses 
et notations. 

On a : 

Z*(<Ff;(ir u ir 2 )) = [ *i{FÎ(y))Z*(<F {E2i0)vl {h f ( ,y'));n 2 )dy' . 

La décomposition de la mesure est donnée relativement à la restriction de P* à (E-2,o) y ' 
et à Fj* (cf.th.4.3.3 et 4.3.5) cependant dans le préhomogène ((ily-i)o, (it y /-i )i) il est plus 
commode de prendre comme invariants relatifs fondamentaux : 

G(x) = F(x + y'-') alors G*(x) = ^JL_ = ^ + ^-1) = F * {x ' + V>) ' 

rappelons que G est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension 8, de discri- 
minant 1 et d'invariant 7 = ±1 suivant le type de g (indépendant de y') (proposition 8.1.2). 

Notons Z', Z'* les fonctions Zétas correspondantes, / la transformation de Fourier associée 
alors : 

^(% 2 ,oV(M Y));t 2 ) =Z'*(h^');7r 2 ) 

= 7P(tt2| \)p(ir 2 \ \ A )Z'{h f { ,y')^ 2 l \ |~ 4 ) (2)théorème 3.6.5) 

= c\FÏ(y')\- 2 Z(h f ( ,y');7T^\ |~ 4 ) en posant c = 7 p(vr 2 | |)p(ir 2 | | 4 ) 

d'où en permutant dans l'intégrale : : 

Z*(?f;(ir 1 ,ir 2 )) = c [ {F^x)]- 2 [ h^y'^F^y'^Fix + y'-^dy' 
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avec tt 2 = 7r' 2 | | 4 , la décomposition de la mesure est donnée relativement à P*. 

Comme avant, dans le préhomogène ((ltr)o) {&x)i) il es t plus commode de prendre comme 
invariants relatifs fondamentaux : 

H (y) = F(x + y) alors H* (y') = = = F* (a; -1 + y') , 

H est une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension 8, de discriminant 1 et 
d'invariant 7 le même que le précédent (proposition 8.1.2) d'où avec les mêmes notations 
qu'avant : 

= 7p(vr^ 2 | | 5 )p(7r?7r 2 | \ 8 )TT 1 (F 1 (x))Z'(S f (x+ );tt^ 2 tt 2 1 \ (2)théorème 3.6.5) 

= dTT 1 (F 1 (x))\F 1 (x)\ 2 Z(S f (x+ );vrr 2 ^ 1 ! l~ 8 ) en posant d = ip(ir 2 w 2 \ | 5 )/?K 2 vr 2 | | 8 ) , 
la décomposition dans Z est donnée relativement à la restriction de P\ à (ltr)i. 

Ceci nous donne : 

Z*(?f;(TT 1 ,Tr 2 )) = cd f tti(Fi(x))( f S ' f (x + y)ir> \F(x + y))dy)dx = cd Z (/ ; (tti, tt')) 
(th.4.3.3) avec tt' = (tt^tts)^ 1 ! |~ 8 . □ 



Corollaire 8.1.5 Dans le cas réel, les polynômes de Bernstein sont donnés par : 

h (si, s 2 ) = « 2 (s 2 + 3) , b 2 {s 1 ,s 2 ) = s 2 {s 2 + 3)(2si + s 2 + 4)(2si + s 2 + 7). 



Démonstration: Comme l'invariant relatif fondamental du préhomogène (0o,f)i) est de 
degré 4, par normalisation B(Hq,Ho) = —2 donc B(—, — ) = —1 pour z = 1,2 d'où 61 (1) 

remarque 3.6.6) et 6 2 = ±s 2 (s 2 + 3)(2si + s 2 + 4)(2si + s 2 + 7) (cf.prop 3.7.3), il reste à 
déterminer le signe ce qui se fait à l'aide de la relation 

, , x , „, 4 A{{u 1 ,s 1 ),{u 1 ,s 2 )) 

2 {Sl,S 2 ) = (27T) — 7 — ; — - 

A((wi,si), (o;_i,s 2 - 1)) 
(2) du lemme 3.7.1 pour k = 2). □ 
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8.2 02 de dimension 1 
8.2.1 Structure 

Leur diagramme de Dynkin sont donnés par : (i*4,ai), (Eq,U2), (£7,01), et (Es, a$). 
Ils ont tous une structure commune que l'on rappelle. 

A2 = {à}, soient Ai, A2, A3, A4 4 racines orthogonales de Ai alors P = P(H\,H2) avec 
H\ = h\ 1 + h\ 2 . Lorsque {Ai, A2, A3, A4} est l'ensemble canonique de racines orthogonales de 
Ai obtenues par orthogonalisations successives, P(H\,H2) est un sous-groupe parabolique 
standard lorsque H\ = h\ 1 + h\ 2 . 

Rappelons que 2Hq = Xà<j<4 et qu'il existe une algèbre déployée, notée g, admettant 
a = ®\<i<i^h\ i comme sous-algèbre de Cartan et le système de racines correspondant, qui 
est donné par : 

R = { 2 — ' 1 - 1 ^ 3 - 4 ' 2 ' ' 1 - * - 4 J 

est de type F±. 



2B 2B 
B(H ,H ) { ~ ~B{h Xi M 
racine longue a de A on a B(X a , X^ a ) = 1 



On rappelle que B = — — f — — -^—^(= z — ~), ainsi Ë^ 1 ^,^) = —1 et pour toute 



Pour i / j soit E^% = {x G g | [h\ t ,x] = ux , [h Xj ,x] = vx , [h Xk ,x] = pour 
1 < k ^ i,j < 4}; la dimension commune des sous-espaces E± 1±1 est notée d, on a 
d G {1,2,4,8}, dim(gi) = 8 + 6d et n = d + \. 

On rappelle que ( |Mu 3j , prop.4.1.1) : 



Proposition 8.2.1 II existe un système de Chevalley , (-X^, h^, X-^^r, de g tel que : 

1. Pour 1 < i ^ j < 4, toutes les formes quadratiques fxi-xj définies sur E l ! 3 11 par 

2 

f^i-Xj (A) = ^B(ad(A) 2 (X\ i ),X-\ j ) sont équivalentes et représentent 1. 

2 

2. [X_ Xl , [X_ A2 , [X_ A3 , [X_ A4 ,X â ,]]]] = X_ â . 

On note / = f \ 1 -x 2 alors : 
2 

Lemme 8.2.2 i. / représente 1. 

S'oïÏ a G F*, / et af sont équivalentes 44> a est un élément de f(Ejl 1 )*. 

3. g est de rang 4 44> / es£ anisotrope. 

1 /(£iii)*c X i(n 

5. x(G) = F* 2 . 
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Démonstration: Pour 1), 2), 3) cf. le lemme 4.1.3 de |Mu 3] et pour 5) la proposition 3.2 
de [Mû~3] . 

Pour 4) on rappelle que Va; G /(-EL'i i)* et 1 < i < j < 4, il existe une involution gij(x) G G e 
telle que pour 1 < k < 4, on a : 

9ij(x)(h k ) = h T (k) , gij(x)(X Xk ) = fi ij) k(x)Xx T(k) , 

avec fi,j,i(x) = x = fi,j,j(x) et fij t k(x) = 1 sinon, r désignant la transposition (z, j), (dé- 
monstration du lemme 2.2.2 de |Mu 3j ) d'où g[ j{x) := gij(x)gij(l) G rii<j<4G/ lÀ vérifie 
a^(x)(X\ fc ) = fi ) j^{x)X\ k et xi(92 3( x )) = x ( CI> - ^ a proposition suivante pour une formule 
explicite de F\). □ 



Remarque 8.2.3 disc(f) G F* 2 lorsque d= 1,4 cm 8 fc/.ij et du lemme S. 2.1?,) 

Pour x G 0i, soient : F(x) = ^Ê{ad{x) 4 (X^), X- & ) etiq(x) = ±P(ad(^) 2 (^-à), X' a _ Xi _ Xi ] 
avec X^_ A ._ A = [X_ Ai , [X_ Xj ,X à ]\ avec 1 < » + j < 4. 



Proposition 8.2.4 1. F et F\ sont les invariants relatifs fondamentaux du préhomogène 
(P,fli) «én/mrc* : FE^^) = *i(£i<i<4 = 1- 
S. Xl (P)=/(^ 1 1 jl )*. 

5. 5oif x G Wt, x = X2 + xo avec Xj G Ei{H{) n 51 a/ors : 

• Pi/(s 2 (^)n 01 ), o ~ -A(^o)^ 2 © -/ © Y 2 - Z\ 

• Pi/(E ( Hl )n ai ) X2 ~ -Pi(x 2 )X 2 © -/ © F 2 - Z 2 , 

• 7l(^2,^o) = (-F(x),-F!(x)) d . 

Démonstration: Pour tout x G Wt, il existe g G G Ht et (ai, ...,04) G (F*) tels que gx = 
Si<i<4 °i^Ai (lemme 7.3 de |Mu 4j ) donc on démontre la proposition pour x = Xà<i<4 a i^\i 

1. En raison des différentes relations de commutation, on a : 

ad{x) A {X. à ) = 4! ( \{ ai ) X & et ad{xf {X' à _ Xi _ X2 ) = 2aia 2 X & 

l<i<4 

d'où 1. 

2. De même on a : 

ad(x) 2 (Xà-\ 3 -\ 4 ) = 2a 3 a 4 X à 
donc Pi(x) = \Ë{ad{x)\X^),X' à _ X3 _ M ) 
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3. On a E 2 (H 1 ) n 0i = FX Al © FX Aa © ¥X' à _ Xa © FXi_ A4 © E 1 ^ 2 , avec X^_ Ai = [X_ Ai , X a ] 
pour i = 1, •••,4, donc : 

iq(X) = + ht 2 + Z!Z 2 lorsque X = t t X Xl + t 2 X Aa + zxX'^ + z 2 ^-A 4 + A - 

Soit # = 9x Xl ,h Xl ( — 1) et u G ^i'iu alors : 

Fi{0-\u)) = ^B(ad(u) 2 (9X^),8X' à _ Xi _ X2) ) = ~É([u,0X. a ],v) avec 

t; = [u, [X Xl ,[X- X2 ,0X a ]]] = [[[u,X Xl ],X- Xa ],e(X & )] 
en raison des relations de commutation donc : 

Fi(e-\u)) = ±ê([[ u ,6(x_ à )],e(x à )},[[ u ,x Xl },x_ X2 }) 

= ~B(u,[[u,X Xl ],X. X2 ]) 
= -/(«). 



Comme xi(P)Fi ~ -^1 et que F\ ~ — f@X 2 — Y 2 + Z 2 — T 2 , on vérifie, dans le cas réel et 
le cas p-adique, que X i(P) C /(E 1 ^)* lorsque /(^i)* ^ F * d ' où Xi(^) = /(^-î,i)* 
en appliquant le lemme précédent. 



4. On peut supposer que xq = 03^a 3 + «4^A 4 et que x 2 = a±X Xl + a 2 X Aa , un calcul 
immédiat donne : 

(E^H,) n 01 ) xo = ¥X Xl © ¥X X2 © F(a 3 ^_ A4 - a 4 ^_ As ) © E^ 2 , 
de même pour x 2 d'où le résultat du 3). 

5. On a : 

n Ei(# 2 ) = © sl-Ji © © e 2 :^ . 

Prenons comme précédemment x 2 = a\X Xl + a 2 X X2 et xo = 03X^3 + a^X^, alors : 

Qx2,xo(Z)z=l,2;j=3,4-^»,j) = \P{[ x 2i [Xq 1 , Z)i=l,2y"=3,4 ^* jll ' Z)i=l,2y" =3,4 

= E î =i,2; J =3,4 t/v^i(Aj) , avec Aij G ^ , 



d'où 7i(x 2 ,x ) 



7(/) 4 si d est pair, 
^-F(x),-F 1 (x)) si d = 1. 
Pour d = 4 ou 8 on a 7(/) = ±1; pour d = 2 on a ^y(f) = a(disc(f))a(l) d'où 
7 (/) 2 = -disc(f)) (cf.2) lemme 8.2.2) □ 
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Lorsque IF est archimédien, les 2 polynômes de Bernstein s'obtiennent immédiatement en appli- 
quant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 puisque F\ et P\ sont des formes quadratiques (cf.remarque 
3.6.6) d'où : 

Proposition 8.2.5 

,/ x , d + 1. . , . d+1.. 1.. 

bi{s 1 ,s 2 ) = s 2 {s 2 H — ) et b 2 {s 1 ,s 2 ) = s 2 {s 2 H — )(s 1 + s 2 + d+ -)(si + s 2 + — + 1). 



8.2.2 Une première équation fonctionnelle 

On rappelle que pour u = {u\,u 2 ) G (F*/F* 2 ) 2 on définit les ouverts (tous non vides) : 

Ou = (U1 , U2 ) = {x G fli | iq(x)F* 2 = m , F 2 (x)F* 2 = Ul u 2 } 

°*u = 0* {UUU2) = {xe _! | F;(x)F* 2 = u 2 , F 2 *(x)F* 2 = Ul u 2 } 
ainsi que les fonctions Zétas correspondantes : 

Z„(/;w) = Z(/l „;w) pour / G S(fli) et = Z*(hl *;w) pour h G S(fl-i). 

Soit (— l)' _ 2 _ ]c(/) le discriminant de la forme quadratique — /©X 2 — l" 2 — Z 2 , alors c(/) = — 1 

sauf lorsque d = 2 avec / anisotrope. 

Notons que pour d pair on a 7(/) 2 = (—1, — c(/)). 

(cf.lemme 8.2.2 et démonstration de la proposition 8.2.4). 

Alors : 

Proposition 8.2.6 1. Lorsque F = C pour f G S(g±), on a : 

Z*{3{f);uj,s) = a d (uj, s)Z (^f; (uj 17 (ui^y 1 ); s 1} -(si + s 2 + ^d + 2] 
avec : 

a d (u,s) = p'(uj 2 ; s 2 + l)p(uj 2 ; s 2 + ^^-)p'(uj 1 u; 2 ; s 1 +s 2 +d+^)p'(uj 1 uj 2 ; s 1 + s 2 + y + 2). 



2. Dans les autres cas, pour tout v = (^1,^2) dans (F*/F* 2 ) 2 et f G S(g±), on a 

3 
2 



3 

z v(^(f)i ^> s ) = X] 4,m(w,s)Z«(/;(^i,(wi^2) _1 );si,-(si+s 2 + ^^+2) ) auec 

«e(F*/F* 2 ) 2 



lorsque d est pair et u = (ui,u 2 ) : d VtU (u>, s) = (—1, c{f)).(u\v 2 , — c(/)) 

<, S2+1 , S2+ ^(^2,™,C(/)^ 

Powr d = 1 : = 

a(-l) afii!^)^,^!,^^^!,-^)/^^^^^^^^,^,^!). 
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Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypothèses sont vérifiées 
par le 3) de la proposition 8.2.4 ainsi que le théorème 3.6.5,5). □ 



Remarque 8.2.7 Dans le cas réel, soient : 

C d (s) =2.(27t)-^ s+ ^T(s + 1)T(s + ^) , seC, 
C d (s 1 ,s 2 ) = C d {s 2 ).C d {s 1 + s 2 + d + \) , S!,s 2 eC, 

= 4(27r)-( 2s i+ 4s 2+3^6) r(s2 + i) r(s2 + d±3)r( Sl + S2 + d + |)r(si + s 2 + f + 2) 



et pour a, b, c réels : 



4 f \aAc) = ^((a + b)s + ï±±a-c C -^) 



alors pour u,v £ { — 1, l} 2 et u> = Id on a : 



dy, u {si,s 2 ) 
C d (si,s 2 ) 



l)— — cos (f^ 2 > +1 (ui,vi,l + v 2 ).cos 



«,(/) 

S1+S2 + - 



, (u 2 ,v 2 , 1 + ni) pour d = 1, 



(ni« 2 , -c(/)) cos 0^+i( n i^i^2)- cos 0^ S2+d+ 3 («2, u 2 , «i) powr d pair. 



(/) 



Indexons { — 1,1} x { — 1,1} := {ai = (— 1,— l),a 2 = (—1,1), = (1,-1), = (1,1)} et 
soit M(d, c(/)) la matrice à 4 lignes et 4 colonnes et à coefficients réels dont le (i,j) — ème 
coefficient, noté Mjj(d, c(/)), est donné par : 



Mi,j(d,c(f)) 



dai^js^S^ 

Cd{si,s 2 ) 



alors on a : 



. M(l,-1) = 



( — Sm7TS2 cos7r(si + s 2 ) 

cos irs 2 cos 7r(si + «2) 

\ — cos7r(si + s 2 ) 





1 

sin irs 2 sin 7r(si + s 2 ) 
— cos irs 2 



\ 

sin7r(si + s 2 ) 

— Sm7TS2 

— cos tts 2 sin 7r(si + S2) / 



Powr d = 4 ow 8, M(d, -1) 



( Sm7TS2 cos7r(si + s 2 ) 



V 



sin TTS 2 
■ cos irs 2 sin 7r(s\ + S2) 


sin-7r(si + s 2 ) 



sin7r(si + s 2 ) 


— cos irs 2 sin 7r(si + «2) 

Sin 7TS2 







SU17TS2 cos 7r(si + S2) / 
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• M(2,-l) = 



f — COS7TS2 sin7r(si + S2) 

— Sm7TS2 Sm7TS2 COS7r(si + S2) 



V 



sin7r(si + s 2 ) 












Sin 7TS2 cos 7r(si + S2) 








sin7r(si + s 2 ) 

— Sm7TS2 

COS7TS2 sin-7r(si + s 2) ) 



• M(2,l) = 

/ Sm7TS2 COS7r(si + s 2 ) 




V 



— sin7TS2 — sin7r(si + s 2 ) 

COS7TS2 sin7r(si + s 2 ) 

COS7TS2 sin7r(si + s 2) 



-sin7r(si + s 2 ) 



— S1I17TS2 







sin7TS2COS7r(si + «2) / 



Dans les cas réels et p— adique, indexons les éléments de F* /F* 2 : F*/F* 2 = {u\, ...,ue}, et 
soit A(uj, s) la matrice à i lignes et l colonnes des coefficients de l'équation fonctionnelle 
"normalisée" relative à la forme quadratique Qf = — f © X 2 — Y 2 — Z 2 lorsque d est pair 
c'est à dire : 

A(w,s) =(a£&(u,s) 



Ki,j<£ 



= 6 2 U 1 



w,s+l,s- 



d+3 



(c(f)Ui,c(f)Uj, 1) 



(—1, — c(/)) lorsque ci = 2 
7(/) lorsque d G {4, 8} , 

(démonstration de la proposition 8.2.4), on a e\ = (— l,c(/)) et e 2 = 1, 
alors : 



avec ei := a(l) 2 (c(/), -1)7(7) et e 2 = 



Proposition 8.2.8 On suppose que d est pair. 

Pour u G F*/F* 2 , et vr G (F*) 2 ieZ gwe sR(tt) > 0, on pose : 

• O u = {x G 0i ie/ gwe F 2 (x)(F*) 2 = u} ei pour f G S(fli) : Z u (f;ir) := Z(l 0u f;ir), 

• O* = {x G 0_i feZ gue F 2 *(x)(F*) 2 = V } ei pour g G S(fl_i) : Z*(g; vr) := Z*(l * u g; vr), 
a/ors Z u (f;w) et Z*(g;ir) admettent un prolongement méromorphe sur (F*) 2 et on a : 

Z* Ul {3{f);u,s) \ ( Z U1 (/; W *| |-<¥+')i») \ 

B(w,s) 

(?(/); u,, s) 



-(f +2)1 2 

5(w, s) = A(W2, S2)-D -4(^1^2, Si + S2 + + 



) / 



-D étani la matrice diagonale : D = ((uj, —c(f)).ôij)i<i j<£. 
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Démonstration: Pour / G S(fli), g G S(fl-i) et 7r G (F*) 2 tel que 5R(7r) > 0, on a les 
égalités : 

Zu{f]n)= Z w(i,u)(f;n),Z*(g;Tr)= ^ K,(i,u)(9> n ) > 

«)GF*/F* 2 w€¥*/F* 2 

ce qui donne un prolongement méromorphe de Z u et Z* sur (F*) 2 . 
On a clairement la relation : 



u,v G (F*/F ) , u, G F*/F*^ : d v , w . u = d w . v , u donc : 

^ ^w(1,d),mi(1,m) = ^ = ^ = ^ ^to(1,u),(1,u) > 

«j£F*/F* 2 w€F*/F* 2 wg F*/F* 2 «;£F*/F* 2 

d'où 

Z;(3-(/);vr)= £ a^(vr)Z u (/; vr*| |"(f+ 2 ) 12 ) avec 

î;€F*/F* 2 

a„, u = (-l,c(/)) ^ ^ )82+1)S2+ ^K™ > c(/))K-c(/)^ 



™eF*/F* 



d'où le résultat. 



Notons que l'on a également : 



(c(f)v,c(f)w, l)(w, -c(f))A\ 



(c(f)w,c(f)u 



Z w ew*/v^ A l 2>S2+1 ^ S2+ d^(c(f)v,w,l)(w,-c(f))Al _ .^.^s ., i „ i « i ,(«' I c(/)«,l)- 



wiw 2 ,si+s 2 +d+|,si+S2 + ¥+2 V 



□ 



Remarque 8.2.9 : 

Soit Â(cj,s) (resp.-Â(s)) la matrice à £ lignes et i colonnes ayant comme coefficient 



A 1 
alors : 



(ui,Uj,l) (resp.A 1 d+3 (ui,Uj,l)) sur la i— ème ligne et j— ème colonne, 

J 6E, S~\~ 1 ,5 ~| 2 



B{u,s) 



I z c{f)ui (f,^\ \-^+^) \ 

{ Z c{f)ue (/;u,*| |"(¥ ^) ) 



avec 



B(u, S) = Â(ùl>2, S 2 ).D.Â(uJiLl>2, s\ + s 2 + d + 



• Dans le cas réel : 
On prend ^+ = {u\ = — 1, «2 = 1}j pour w = 7d on a : 



176 



sin(7rs + 7r^) cos7r| 



sin7r| — cos(irs + ttj) 



A(s) = C d (s) _ \"°J ' " : 
On pose B(s\, S2) '■= B(Id, (si, S2)), alors : 

Lorsque d = 2 et c(f) = — 1 (c'est à dire / isotrope) : 

B(s 1 ,s 2 ) = C 2 (s 1 ,s 2 ) 
et dans tous les autres cas (d = 2 avec / anisotrope ou d = 4 ou d 

B(si, s 2 ) = C d (si, s 2 ) 



sin 7TS2 cos 7r(si + s 2 ) sin 7r(si + s 2 ) — sin 7TS2 
— cos 7rs 2 sin7r(si + s 2 ) 



(— 1)2 +1 cos7TS2sin7r(si + s 2) 
(— 1) 2 (sin7TS2 + sin7r(si + s 2 )) sin7TS2 cos7r(si + s 2 ) 



• Dans le cas p-adique, de caractéristique résiduelle différente de 2, la matrice A est donnée 
dans le lemme 3.6.7,B- 



Contrairement au cas d pair, lorsque d = 1 et F = R, on constate que Xl«ieF*/F* 2 ^iu(i,u),ui(i,u)( s i> 
dépend également de «1 lorsque (si,s 2 ) décrit (C) 2 , cependant lorsque s± = on a : 



Lemme 8.2.10 Cas d = 1. 

Dans /e cas rée/ on p-adique de caractéristique résiduelle différente de 2, on a ponr s € C,n et 
v dans F* /F* 2 : 

£ d -(MWM)(M =a(-l) 2 |2| F - 2s -i /9 (| | 2s+4 )^ +liS+i ( W ,n,-l). 

u>gF*/F* 2 

Démonstration: On exprime 

/(ni) = a(-l) X^ weF ./ F .2 d«,(i,^), Ul (i,M)(0, s) 

= «(-!) T, w ,t,yeF* /f*i a{uivw) (-vw,t) (-ni, y). 
p(s + 1; tu;) p(s + 2; t«i) p(s + |; yvw) p(s + |; ynni) 

On change les sommations : y en yu\, t en tu\ et n; en nrain ce qui donne : 

5 7 

/(ni) = a(-l) £ a(w)(-uiw, tui)(-uu ym)p(s+l; tnn;) p(s+2; i)p(s+-; yto) />(■?+-; y«) 
ensuite on somme sur x = tyw,y,w d'où : a(l) /(ni) = 

xeF*/F* 2 \eF*/F* 2 ~ ^wew*/F* 2 ~ ' ' 

or 

£ a(w)(w,xy)p(s + 2;xyw)p(s + -;yn/) = ^ +2s+ | (xy, y, xy) 

u)gF*/F* 2 
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(0 si x 7^ 1, 

= a(- X y)a(l)A s+2 sH (l,x,l) = j^^^^ (1> M) gi x = , 
(lemme 3.6.8,C)) d'où : 

/(«i)= ^ +2 , s+ §(M,i) S «(-èH^FMs+^H 

j/6F* /F* 2 

=^ +2ia+f (i.i.iK + i, s+î (-«.-« .i) =«(-!) 2 |2|f" 2s -^(i i 2s+ v; m| Kvi). 

(lemmes 3.6.4,B,3),3.6.8,1)) □ 

Rappelons que pour u G F*/F* 2 : 

• 0' u = {x G fli|F(x)F* 2 = et Z u (/;7r) = Z(/l 0{i ;7r), 

• 0'* u = {x G _!|F*(x)F* 2 = u}, et Z;(/;tt) = Z(/l ;*;7r), 
alors la proposition 8.2.8 et le lemme 8.2.10 impliquent : 

Proposition 8.2.11 On suppose que F = R ou bien que F est un corps p-adique de caracté- 
ristique résiduelle différente de 2, alors 

Pour tout f G S(fli), s G C et v G F* /F* 2 on a : 

Z; ^ a „ u ( s )Z u (/;- S -2-^) 

«GF*/F* 2 

auec 

a,, u (s) = a(-l) 2 |2| F - 2s -ip(| | 2s + 4 )Ai +1)S+| (t;,n,-l) Zorague d = 1, 

c(/Ki) 

lorsque d est pair. 

Remarque : Les coefficients a V:U (s),v et u G F*/F* 2 , de la proposition sont les coefficients 
des équations fonctionnelles associées à un invariant relatif fondamental de la forme : 

F x (x) = B(adx 4 (X),X), avec X G 0-2 \ {0}. 

Lorsque d est pair, la constante c(/) associée vaut toujours —1 sauf lorsque d = 2 mais 
alors celle-ci est égale au discriminant de l'une (quelconque) des formes quadratiques A G 
E\ x -► B(ad(A) 2 (x),y), avec x G £ 2 (^) n 0i \ {0},y G E- 2 (hj) n 0i \ {0}, ou bien 

5 G É(ad(B) 2 (z),y), avec * G £_ 2 (^) H0-1 \ {0}, y G £- 2 (fy) n _i \ {0}; c(f) + -1 

est de rang 4. 

Les résultats explicites se déduisent de la remarque 8.2.9 en prenant (si,s 2 ) = (0, s). 
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8.2.3 Orbites 

Dans ce paragraphe, on note D un ensemble de représentants dans F* de F*/F* 2 , D = 
{— 1, 1} dans le cas réel. On confond D et F*/F* 2 c'est à dire qu'un élément u G D représente 
soit u dans F* soit u¥* 2 dans F*/F* 2 suivant le contexte mais il est noté u dans les 2 cas. 



Proposition 8.2.12 1. Lorsque f est isotrope, les orbites de G (resp.P) dans (resp. Qi" ) 
sont en bijection avec F* /F* 2 ; un ensemble de représentants est donnés dans les 2 cas 
par X u = £i<i< 3 ^A t + uX Xi pour u G D et PX U = U (auaa)e(r /F .2 )2 | aia2=uF 2 Ol , O2 . 

2. Lorsque F = M et f est anisotrope : 

i) Il y a 3 orbites de G dans Qi de représentants : 

X$ = X Xi , X\ = —X\ 1 + ^2 X Xi , X 2 = —X\ 1 — X\ 2 + X x . 3 + X\ 4 . 

l<i<4 2<i<4 

ii) Il y ah orbites de P dans q'{ de représentants : 

Xq , X\ , X2 , X3 = X\ 1 + X\ 2 — X x . 3 + X\ 4 , X4 = —X Xl + X\ 2 — X\ 3 + X\ A . 

3. Dans le cas p-adique et f est anisotrope : 

i) Les orbites de G dans q[ sont en bijection avec F* /F* 2 ; un ensemble de représentants 
est donnés par X u = X^i<i<3 X Xi + uX\ A pour u G D. 

ii) d = 2 

Il y a 2||F*/F* 2 || P-orbites données pour u £ D par : 

P.X U>±1 = {x G q'{ I F(x) = u (F* 2 ) , (Fx(x), -c(/)) = ±1} 

avec X U)1 = X u et X u _i = «oX^ + ^A 2 + X X3 + ^^a 4 , vq £ D vérifiant (v , -c(/)) = 
-1. 



^. Les résultats sont analogues dans (resp. g". 
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Démonstration: On utilise les résultats de |Mu 3| où figurent les G-orbites dans q[ (co- 
rollaire 4.3.3, corollaire 4.3.4 i)) d'où 3)i) et 1) avec / isotrope; dans le cas réel on rappelle 
que X = Y2x<i<4 a iX\i G q[ et Y = ^i<i<4 °iX Xi G sont dans la même G— orbite 44> il 
existe i G M* tel que les formes quadratiques t(©i<i<40j/) et ©i<i<4&i/ soient équivalentes 
d'où 2)i). 

On rappelle également que x{G) = F* 2 et que Xi{P) = f{E)*- 

De plus, pour X = X^i<i<4 a î^A; tel que ni<j<4 a i 7^ et pour tout t non nul représenté par 
la forme quadratique a±f © a 2 f (resp. a^f © 04/) il existe un automorphisme élémentaire gt 
(resp.g' t ) qui centralise H\ tel que : 

9t(J2i<i<4 a iX Xi ) = tXxi H — Y^~X\ 2 + a^Xx^ + a^X Xi 
(resp. 5t(Ei<i<4 «î^aJ = a x X Xl + a 2 X M + tX X:i + ^j^-X Xi ) 
(cf.démonstration 0) de la proposition 4.1.5 de |Mu 3| ). 

Lorsque a\f © a 2 f (resp. 03/ © 04/) représente 1, on peut donc toujours supposer que le 
coefficient de X Xl ou bien X X2 vaut 1 en utilisant 51,2(1) (resp. le coefficient de X X3 ou bien 
X Xi vaut 1 en utilisant 53,4(1)) (*). 
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1. Lorsque / est isotrope, on vérifie que U( olj02 ) 6 ( F */ F *2)2| aia2=MF .20 aii a 2 = P.X U en utili- 
sant les éléments g[j{x) définis dans la démonstration du 4) du lemme 8.2.2 ainsi que 
h\i(t),i = 1, ...,4 et t G F*, ce qui termine la démonstration de 1). 

2. Comme Xi{P) = ^* + dans le cas réel, les éléments énumérés dans 2)ii) ne sont pas dans 
la même P— orbite et tout élément de ®\<i<^* X\ i est dans la P— orbite de l'un des 
élément énumérés dans 2)ii) par le résultat (*) et la multiplication par M*. 

3. Dans le cas p-adique anisotrope avec d = 2. 

Comme x\{P) = /(#)* = {x G F*|(x,-c(/)) = 1} et x{G) = F* 2 , 2 éléments quel- 
conques de {X u> i,X u ^i,u G D} ne sont pas dans la même P— orbite. 
Pour xy G F* la forme quadratique xf © yf représente F* donc par (*) toute P— orbite 

dans g"i a un représentant de la forme X = aX\ 1 + X\ 2 + X\ 3 + bX\ 4 , soit x G {1, ^o} 

x ah 
tel que (xa, — c(/)) = 1 alors g[ 4 (— )X = xX\ 1 + X\ 2 + X\ 3 H X\ 4 d'où 3iii). 

□ 

Remarques : 

1) Lorsque / est isotrope (donc d est pair et c(/) = —1), les coefficients de l'équation 
fonctionnelle de la fonction Zêta associée à l'action de P sont ceux de la proposition 8.2.8 : 



B(lo,s) 



/ Z Ul (f;u,*\ |-(f+2)i 2) \ 
V Z Ul (f;u*\ j 



et Bi (id,uj), (0, s) J est la matrice des coefficients de l'équation fonctionnelle de la fonction 
Zêta associée à l'action de G, ce qui donne dans le cas réel : 



B ( o, a) =^Mf (-D f+ ;- 2 - o , ) , (c(/ ) = -i), 

K J 2 y 2{l + i d )smirs (-1)1 sin2vr S J ' KUJ ' 

ce qui n'est pas en accord avec le résultat obtenu par M.Muro pour le coefficient de la 2ème 
ligne et 2ème colonne ( |Muro 2"] : M.Muro obtient la moitié de notre coefficient). 

2) Lorsque d = 1 dans le cas p-adique, Xi{P) = x(G) = F* 2 , on peut montrer que chaque 
O u ,u G (F*/F* 2 ) 2 , est exactement une P-orbite dans g'/ lorsque u = (u%,U2) avec u% ^ ui ou 
bien u\ = ui = —1, en utilisant la multiplication par F* et la propriété (*) de la démonstration 
de 8.2.12 puisque Kerû}_ Ul UKerû)_ U2 = F*. De la même manière, on montre que pour u G D 
tel que — u G" F* 2 , on a : 

O m = P(X Xl + uX X2 + X Xs + uX X4 ) U P(vX Xl + uvX X2 + X Xs + uX Xa ) 

avec v £ D fixé tel que (v, —u) = —1, mais je ne sais pas si Or u , u ) es ^ une seule P— orbite ou 
bien la réunion de 2 P— orbites. 

3) Dans le cas p-adique, lorsque d = 2 et / est anisotrope, on a pour u G F*/F* 2 
P.X Ut±1 = U {uieF , /F ,2 | (ui _ c (/))=±i}0{( Wl)UlU ) , P.Y u ,±l = U{ U2eF */ F .2 | (« 2 ,-c(/))=±i}0* U2U)U2) 
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avec Y U;1 = uX_ Xl + J2i<i<4 X -^ et Y u,~i = % x -\i + E Î=2 ,3 X -A I + v X„x 4 - 

Il résulte de la proposition 8.2.6 que les coefficients de l'équation fonctionnelle de la fonction 
Zêta associée à l'action de P sont donnés par : 

ap.Y ve , ,P.X u , e = ^ d (v,l),(tu,tou)- 

{iu€F« /F* 2 |(to,-c(/))=ee'} 

4) Dans le cas p-adique, pour u et v dans F* /F* 2 on a donc : 

"«.«W := s GJÇ 1 ,GjJ' r ) = rf (w,m«),(l,M)(M7r)- 

{w<=F*/F* 2 } 

Pour d pair, B(id,ir) est la matrice des coefficients de l'équation fonctionnelle de la fonction 
Zêta associée à l'action de G, les résultats obtenus ne semblent pas simples. 

Pour d = 1, en caractéristique résiduelle différente de 2, on a simplement pour a G F*/F* 2 
et s G C : 

Ov,tt(£a| \ s ) = (a,uv) - _ g _ 2s _ 4 ^ + i ïS+ |(-v,-u, 1), 

(lemme 8.2.10) les coefficients sont proportionnels à ceux associés à une forme quadratique de 
discriminant 1. 



8.2.4 Le cas réel de rang 4 (A = F4 et / est anisotrope) 

On applique la proposition 5.1.1 dans laquelle apparait les coefficients associés aux fonctions 
Zêta d'une forme quadratique qui est soit de signature (2,d + 1), soit de signature (l,d + 2) 
(3) de la proposition 8.2.4), cette forme quadratique, notée Q dans ce rappel, étant l'invariant 
relatif fondamental d'un préhomogène absolument irréductible régulier de type commutatif. 

On rappelle les résultats bien connus suivants (cf.par exemple |Bo-Ru 2] ). Gr étant la com- 
posante connexe réelle de G : 

• Lorsque la signature est (2, d+1), on fait opérer G = M* x Gr, il y a donc 2 orbites de G 
dans q' ±1 : fii = {x G Qi\Q{x) > 0} et 0_i = {x G Qi\Q{x) < 0} (idem fi*±i), les coefficients 
correspondants sont notés C(s)a±i ! ±i(s), le premier indice correspond à et le second à 
f2±i, avec : 

( oi,i( s ) ai-iO) \ = (~ cosvr(s + f) \ 
y d-i^s) a_i j _i(s) J \ cos7r| sin7rs / 

(th.3.6.5,5) 

• Lorsque la signature est (1, d + 2), on fait opérer Gr, il y a donc 3 orbites de Gr dans 
0^ notées f2j (idem dans : f2j*) avec z = 0, 1, 2 et : 

{x G 0i|Q(x) > 0} = fi U fi 2 et f2i = {x G Qi\Q(x) < 0} (idem pour Çl*), 
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les coefficients correspondants sont notés C(s)eij(s), le premier indice correspond à Oj* et le 
second à Oy, avec : 



eo,o(s) 


e o,i(» 


£ 0,2(s) 




6(, + ^) 


1 
2 


e(-s-^) 


e i,ol» 




ei,2(s) 


)-( 


— sin7r| 


— COS 7TS 


— sin-7r| 


e 2,o(» 


£2,1 (s) 


e 2,2(s) 




e (_ s _d±3) 


1 
2 


e(s + ^) 



, e(s) = ±e™ 



(cf.par exemple la remarque 5.42 p. 134 avec k + 1 = 2 de |Bo-Ru 2] ) 

Motivées par la description des orbites ci-dessus et le mode de calcul des coefficients donné 
dans la proposition 5.1.1, on note les orbites de P dans g"i et de la manière suivante : 
Qij et • avec j E {0, 1, 2} pour i = et j E {0, 1} pour i = 1. Plus précisément dans g"i : 

^0,1 = P-X3 = 0(1,-1) j ^1,0 = -P-Xl = i ^1,1 = -P-Xi = 0(_1,_1)- 

^0,0 = ; ^0,2 = P-^2 , 0(1,1) = ^0,0 U ^0,2- 

Pour g"_i, soient : 

*0 = J2l<i<4 X -X z ' *1 = ~ X -\i + E2<i<4^-A, , *2 = ~X- Xl - X_x 2 + ^-A 3 + -X"-A 4 , 
*3 = -^-Ai + X_\ 2 — X_x s + X_\ 4 et Y4 = — X_ Xl + X_ Aa — X_x :i + -X"-A 4 > 

alors : 

œ 0A = p.Yi = o* ( _ ltl) , n* lfi = p.y 3 = o ( Vd , nï,i = ^ = o^.y , 

^0,0 = -f-^b , ^0,2 = -f-^2 , 0*1,1) = ri^o U ^0,2> 
c'est à dire que Ojj E 0((_ 1 )i ) (_ 1 )j) et îîy E O?, ^ ^-j^. 



Proposition 8.2.13 



am. ,Q q As!,s 2 ) = C d (si,s 2 )A ÇÎ ] - k (s 1 ,s 2 ) , 



Aq' ^{si, S2) ayant les valeurs suivantes : 



^>,s 2 ) = { (- 



,rç,& / - D _ J (— l) d sin7rs2COS7r(si + s 2 ) pour k = j = 1 

sinon 



j- cosvrg sin7r(si + s 2 ) pour (q, l) = (0, 1) 
^4f^'] (-si, S2) = cos7r| sin7TS2 pour (q, l) = (1, 0) 



Pour /es autres valeurs 



pour (g, Z) = (0, 0) om (g, l) = (0, 2). 
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o* 


O* 
s '0,0 


O* 

s '0,2 


O* 


O* 


^0,0 


sin7r(si + 2s 2 ) 


— | sin7rsi 


— Y^- sm 7r(si + s 2 ) 


(-i) d -i . 

r; Sm7TS 2 


^0,2 


— \ sin7rsi 


sin7r(si + 2s 2 ) 


1-( - 2 1 ' 1 sin 7r(si + s 2 ) 


- — | sm7rs 2 


^0,1 




^sin7r( S2 + f) 


i-(-i) d 

2 


(-l) d+1 cos7r(s 2 + f) 
. sin7r(si + s 2 ) 


^1,0 


2 

. siii7r(si + s 2 + \ ) 


^^sin7r(si + s 2 + f) 


( — l) d+1 COS 7TS 2 

. sin7r(si + s 2 + f ) 






Démonstration: On reprend les notations de la proposition 5.1.1 pour calculer le coeffi- 
cient an q e> n* k avec £, k G {0, 1, 2} lorsque q,j = 0et£,k£ {0, 1} lorsque g, j = 1. 

Notons : 

*o = -^Ai + X\ 2 , t\ = —X_ Xl + X\ 2 , t 2 = —X Xl - X\ 2 , 
uq = X Xs + X Xi , ui = -X Xs + X Xi , u 2 = -X X:i - X Xi ■ 



Soit z = z~ 2 + zq G Çl* k n {Yi, i = 0, 3}, alors z_ 2 = t k 1 et zq = u - 1 . On a 2 cas : 

• j = 1 donc F-fOo) < 0, alors 71(^,^1) = 1 et (G Hl ) Ul = M* x ((G Hl ) Ul ) R (puisque 
c(-l)53,4(l) G (GijJuJ donc : 

a ^-ltM^) = c d{s2)a i _ 1) k X _ 1)q {s 2 ) . 

Io,o* = {q} et t q (Q q/ ) = u e . 

• Soit j = donc F-j" (z ) > 0, z = ^q 1 et ( G ffi)zo = ((^HiWr (puisque t + «o et t 2 + u 
ne sont pas dans la même orbite de G) d'où 

a i ;it i (s2) = C d (s 2 )e k , i (s 2 ). 

Lorsque g = 1, on a Io,o* = {!}, ^1(^1/) = ue et 71(^1,^0) = 1- 

Lorsque g = on a ji(t ,z ) = 7i(*2,2o) = (-l) d et I ,o* = {0,2}; t (^) = ue et 

✓ îx 2 lorsque i = 
t 2 (O ,^) = S ^0 lorsque £ = 2 = u 2 ^ e . 
^ u\ lorsque i = 1 
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Les résultats sont analogues pour le calcul du coefficient c^t-(n ^)( s i + s 2 + ^+ ^) suivant que : 

• q = 1 alors il vaut C d (si + s 2 + d + 5)a(_i)j,(_i)*(si + s 2 + d+ |) 
ou que 



S] 



• g = alors le coefficient vaut Cd{s\ + s 2 + d + |)e.^/(si + s 2 + d + i), avec £' = £ 

1 = 0, 1 et ^ = 2 - .£ si i = 2, 

ri* 

D'où an« fcj n^(si,s 2 ) = C d (si, s 2 )A n ^(si 5 s 2 ) avec : 
A n ^(>i,s 2 ) = o ( _i)fc ) _i(s 2 )o_ li (_ 1 )<(s 1 + s 2 + ti+ |), 
A n ^(si, s 2 ) = a ( _ 1)fcl (s 2 )ei / (si + s 2 + (i + i), 
-4n°J(si, sa) = e fe ,i(s 2 )a li( _ 1)< (s 1 + s 2 + d+±), 

A n L e ( s ^' s ^) = (- 1 ) d ^ e fc,o('S2)eo,Ksi + s 2 + d + |) + efc, 2 (s 2 )eo,2-K s i + s 2 + d + |)J . □ 

Remarque : Notons : O t = G. Xi et O* = G.Yi pour i = 0, 1, 2, les orbites de G dans et g'_ 1 
alors : 

O ,o = ng"i ,^,o = o n 5"-i î 

2 n B "i = fi , 2 u fii,! , o 2 * n fl "_i = n* 2 u n; l5 
d n "i = fi 0l i u fii )0 , Oï n = fis x u fij 



0- 



donc ao*,Oj(s) = Cd(0, s)A,j(s) , i,j = 0, 1,2, avec : 
A 0>i (s) = A^°(0,s) (=^ l (0,*)si i>l) 

A M ( S )=^(0, S )+^(0 )S ) (=^ _ i (0, S )+^_ i (0 )S ) si i>l) 
= A^ (0, ,) + (0, S ) (= A^_ a (0, ,) + A^ (0, S ) si i > 1) 

d'où : 

A 2)2 (s) Ai, 2 (s) A , 2 (s) 
A 2 ,i(s) Ai, x (a) A ,i(s) 
A 2 , (s) Ai, (s) A ,o(s) 

/ ^sin2îrs 

t^sini(s| |) +cos^sinvrs (-l) d+1 cos7rssinvr(s + | ) ^-sin7r(s + |) 
V t^sin2vrs 

ce qui n'est pas en accord avec les résultats obtenu par M.Muro pour A 2 ,i(s) et Ao,i(s) (de 
signe opposé dans ( |Muro 2j ). 
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Comme Ai t o(s) = Ai^s) = et que Aofi(s) + -^2,0 (s) = ^0,2 (s) + ^2,2(5) > les fonctions Zétas 



• Z u (f;ir) = Z(fl {xesi \ uF{x)>0} ;ir) pour / G S(fli), 

• Z u(9;n) = Z*(gl {xeQ l \ uF * {x)>0} ;ir) pour g G S(fl-i), 

avec u = ±1, vérifient l'équation fonctionnelle suivante pour / £ S(fli) : 



Z, ! Cf(/):,) ; " ^ u '°^ (_i)d sin7r ( s+ d ) + cos L sin7rs (zlH sin27 r S 
Z_i(/;- S -2-f) 

Zi (/;- S -2-f) 

ce qui est en accord dans le cas ci pair avec la proposition 8.2.8 lorsque si = et S2 = s 
(cf.remarque 8.2.9) et avec le lemme 8.2.10 pour d = 1. 



Dans les cas exceptionnels restants, on se contentera de donner les résultats minimaux 
sans entrer dans le détail des P-orbites. 



8.3 (E 7 ,a 2 ) 

On note {Ai, A7} les 7 racines orthogonales obtenues canoniquement par orthogonalisa- 
tions successives à partir de Ai = «2 (cf. |Mu 4j . tableau II pour une liste explicite et tableau 
III pour une description de A2), soient H% := Yli<i<3 ^A, et H2 = 2H$ -^1, on a : 

h\ i = 2Hq , H2 = 2hçi , et étant la plus grande racine de A. 

l<j<7 

P = P{H\,H2) est alors l'unique sous-groupe parabolique standard très spécial du préhomo- 
gène et il est associé à la partie £0 — { a i} de Ao qui est de type A5. 

On fixe dorénavant un système de Chevalley : (X a , h a , ^- a )aeA, de g tel que pour toute 
racine u E A2 on ait : 

[X_ Ai , [X_ x . , [X_ Xk , [X^ Xl , X u ]]]] = X^ , avec u = -(A* + Xj + X k + X t ) , 

dont l'existence est assurée par le corollaire 4.3 de [Mu 4| . 

F est l'invariant relatif fondamental du préhomogène normalisé par la condition : 
F( y~] X Xj ) = 1 et on a pour ai, ...,a 7 € F* : F( y~] a,X A .) = ] [ a;. 

l<i<7 l<i<7 1<«<8 

On normalise B en posant B = rr \ (= — S7Ï ÏT~\)> ainsi ^) = ~ô' 

2B{H ,H ) B{n Xi ,h Xi ) 2 

B(^-, ^) = —2 et pour toute racine longue a de A on a B(X a , X_ a ) = 1. 
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Rappelons que E\(H{) n 0i = {0}, que 52 est de dimension 7 et que E 2 (H\) H 02 est de 
dimension 6 (cf. tableau III de |Mu 4j ). 



Proposition 8.3.1 i. Le préhomogène {Eq{H{) fl 0o, E 2 (Hi) fl 0i) est commutatif de type 
(Dq, as) et d'invariant relatif fondamental F\ normalisé par la condition F\ (Xà<i< 3 a i^\i) 
aia 2 a 3 . 

2. Pour x G 0i on a alors P\{x) = ^B(adx 4: (X^ UJ , X-J) avec uj = — A*. 



2 

4<i<7 



5. Soii x G Wi, x = X2 + xq avec xi G Ei{H\) fl 01 alors : 



a) Le préhomogène {{Eq{H\) ngo)i ,(iÎ2(^i) fl gi) l0 ) est commutatif presque déployé 
de type : 

/a \ \ / ( A 5, a 3 ) lorsque -Pi(x )e¥* 2 
y (C3, «3j sinon , 

e</~X 2 ©Pi(x )r 2 . 

Le préhomogène ({E (H 2 ) n 0o):r 2 , (E 2 (H 2 ) n fli)^) esi de ij/pe (F 4 ,ai). 

Démonstration: 1) Cela résulte du diagramme de Dynkin complété de £7. 

2) Résulte des valeurs : 

F( ^ a>iX Xi ) = \{ Oi,F x { ^ mXxJ = ]J a u P x { £ a t X Xi ) = J] 

l<i<7 1<«<8 l<i<3 l<i<3 4<i<7 4<i<8 

3) Pour tout x S Wi, il existe g G Gf^ et (ai,.. .,«7) € F* tels que gx = Yli<i<7 a iX\i 
(lemme 7.3 de |Mu 4j ) donc on fait la démonstration pour x 2 = Yli<i<3 a{X\ i et xq = 

a) Le préhomogène {(Eq(H{) H Qo) xq , (E 2 (H\) PiQi) X0 ) est un préhomogène absolument 
irréductible régulier commutatif. 

Posons : ^ ^ 

^i,2 = 2(^1 + A 2 + A 4 + A 7 ) , J X2 = -(Ai + A 2 + A 5 + A 6 ), 

wi,3 = 2^1 + -^3 + A 4 + A 6 ) , = -(Ai + A 3 + A 5 + A 7 ), 

^2,3 = 2"(A2 + A 3 + A 4 + A 5 ) ,u 23 = -(A 2 + A 3 + A 6 + A 7 ). 

Soient : 

Xi >2 = a 7 [X^x A -,X UJl 2 } - a 4 [X_ A7 ,X Wl J , X 12 = aelX^XsjX^ J - a 5 [X_ Ag , X^ J , 

Xi t3 = a6[^-A 4 )^i, 3 ] ~ 04[^-a 6 )-^wi, 3 ] j A^i )3 = ariX-XsjX^] - a,5[X-.\ 7 ,X u i ] , 
X 2 ,3 = asiX-^jX^] - a^X-^X^] , X 23 = <n[X-\ 6 ,X u > ] - ae[X-\ 7 ,X w ' ] , 
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alors (E 2 (Hi) n 0i) Xo = ©i<i<30 Ai ©i<i<j<3 donc le préhomogène est presque 

déployé (i.e. d\ = 1) avec d = 2 d'où par classification, ce préhomogène est de type (A5, «3) 
lorsque la forme quadratique /' ci-dessous est isotrope et sinon il est de type (C3, «3) (cf.tableau 
!)• 

Soit /' la forme quadratique : 

f'(u,v) = \Ë(ad(uX^ 2 + vXl 2 ) 2 (X_ Xl ),X_ X2 ) 

= -\B{[uX h2 + vX[ t2 ,X_ Xl ], [uX 1>2 + vX[ !2 ,X_ X2 }) 
= v^a^a-j + v 2 a^ae , 

/' est isotrope 44> P\(x ) = — 1 (mod F* 2 ). 

b) Comme dans a) on obtient : 

(E 4 (H 2 )n 52 ) X2 = S , (E 2 (H 2 )n ôl ) X2 =© 4 <i<70 Al ©i< î < J <3(Fy M -©Fy/ J )©4< î < 7 F[X_ Ai ,X 5 ] 
avec 

Yij = ajpf_ Ai ,X Wi J - Oi[X-Xj,X Witj \ , Y-j = aj[X^ Xt , X^J - ai[X_ Xj , X^'. J . 

En raison des dimensions de (Ei(H 2 )r\Q 2 ) X2 et de (E 2 (H 2 )r\Qi) X2 , le préhomogène ((Eo(H 2 )n 
0o)a;2, (E 2 (H 2 )r\Qi) X2 ) est de type (F4, a±) (cf. §7.1 et 8.2) et l'invariant associé est la restriction 
dePi àE 2 (H 2 )n 5l ) X2 . □ 

Lorsque F est archimédien, les 2 polynômes de Bernstein s'obtiennent immédiatement en 
appliquant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 (ainsi que le lemme 6.1.5 et la proposition 8.2.5) 
d'où : 

Proposition 8.3.2 Les polynômes de Bernstein du préhomogène de type (E^,a 2 ) sont donnés 
par : 

bi(s!,s 2 ) = s 2 (s 2 + l)(s 2 + 2) et 

b 2 ( Sl ,s 2 ) = s 2 (s 2 + l)(s 2 + 2)(si + s 2 + |)(si + s 2 + §)(si + s 2 + 3)(si + s 2 + 4). 

Remarque : 62(0,5) est le polynôme de Bernstein usuel. 
On rappelle que pour u = (ui,u 2 ) G (F*/F* 2 ) 2 on définit les ouverts (tous non vides) : 

Ou = {uuU2) = {x G 01 | F!(x)F* 2 = m , F 2 (x)F* 2 = Ul u 2 )} 

O u = 0(* UllU2 ) = {x G _! I F*(z)F* 2 = u 2 , F 2 *(*)F* 2 = nm 2 } 
ainsi que les fonctions Zétas correspondantes : 

Z u (f;u) = Z(fl 0u ;u) pour / G S(fli) et Z*(h;u) = Z*(hl * u ;oo) pour h G S(0-i). 
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Proposition 8.3.3 1. Lorsque F = C pour f G S(fli), on a : 

Z*(3 r (/); (wi, u 2 ), (si, s 2 )) = A(w 2 , s 2 )-B(^i^2, si+s 2 +^)Z^/; (^1, (wi^) -1 ); si, ~(si+s 2 +5) 

s) = p'(uj; s + l)p'(w; s + 2)p'(cj; s + 3) 

5 7 

s) = s + l)p'(u; s + 2)p' (w; s + -)p'(o;; s + -). 

2. Dans le cas réel ou bien lorsque F est un corps p—adique de caractéristique résiduelle 
différente de 2, on a pour tout v = (v\,v 2 ) dans (F*/F* 2 ) 2 et f G S(fli) : 



Z;(J(/);( Sl , S2 )) = |2| F 2(S1+S2) ~ >(| |2( Sl + S2 )+7 } £ 4, u ( S )^(/;( Sl ,-( Sl+S2 +5) ) 

«e(F*/F* 2 ) 2 

awec u = (u±,u 2 ) et v = (v±,v 2 ) e£ : 

d«,u(a) =^ 1+S2 + | iS1+S2+5 ( 1 ^2U 2 ,-W 2 )jEaeFVF* 2 ( a '~ MlWl )nLlP(' I 'a(' : '-î'2) £ " 1 | | S2+ 0- 

Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypothèses sont vérifiées. 
En effet et dans les notations de la proposition 5.3.1, pour z = zq + z_ 2 G 0* 1V2 on a 



13 



3 3 

ttW=(a(l)ûW)N,-l)7 E (a,-«i«i)il^a(û 

aeF*/F* 2 ^=1 



-t) 2 J ! i J 



en appliquant la proposition 8.3.1, le 2) des théorèmes 6.2.2 et 6.1.2.1 ainsi que le lemme 
3.5.3,ii)b) et 



4tW = «(-l) 2 |2| F 2S_i />(| \ 2s+4 )Al +hs+ r(v 2 ,u 2 ,-l) 
(prop.8.2.11 avec d = 1). 

On termine en notant que : a(l)a(v 2 ) 3 (— v 2 , —1) = a( — l)a(v 2 ) puis que 

a(-l)a(v 2 )(v 2 ,u 2 , -1) = ^ +M+ | (1, v 2 u 2 , -u 2 ) 
(relation 3), lemme 3.6.4,B)). □ 



Proposition 8.3.4 Dans le cas réel ou le cas p-adique de caractéristique résiduelle différente 
de 2 on a : 

1. Soit v G F*/F* 2 , alors : 

Z* F * F * ¥ »2 =v (3(f); (S1,S 2 )) =K(s 1 ,S 2 ) D v,u( S ^ S '2) Z F 1 F 2 F*2=u{f;( s U-( s l+ s 2+^) ) 

uGF*/F* 2 

avec : 



K( Sl ,s 2 ) = \2\^ S1+S2> -^ p(\ \^+^)p(\ \^) P (\ |«+S) , 
D v , u (si,s 2 ) = A] i+s2+l iSi+S2+5 (l, m*, -t,)p(ô>_| |-+ 2 ). 
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2. Soit b G F*/F* 2 et s £ C, dans le préhomogène (G, 0±i) on a l'équation fonctionnelle : 
Z*(?(f); (ù b , s)) = C(s)B(ù b , s)Z(f; (û 6 , -s - 5) ) 



awec : 

COO = |2|^- 10 p(| | 2s+4 )p(| | 2s + 7 ) , 

£?(^, s ) = p'(^l I s+ V(^l rvo^l r 5 ). 

Démonstration: 1) Résulte d'un simple calcul. 
2) Calculons : 

B Ul ,u 2 (s) = {b,u lU2 ) d(v u v 2 ),(u u u 2 ){®,s) {b,viv 2 ). 

(i>i,t> 2 )e(F*/F* 2 ) 2 

En sommant selon v \ on obtient : 

B Ul , U2 (s) = p(ù b \ \ s+1 )p(Co b \ \ s+3 )B' UuU2 (s) 

avec : 

K ly u 2 (s) = {b,-u 2 ) Yl Al s+ l yS+5 (^ u ^^- v 2)p{^-bv 2 \ \ s+2 )(b,v 2 ) 

v 2 eF* /F* 2 

d'où : 

B ' ui ,u 2 ( s ) =T, V2 ^¥*/¥^{b,-u 2 v 2 )a{t)p{\ \ s+ ï;t)p(\ \ s + 5 ; tu 2 v 2 )(t, -v 2 )p{û_ bv , 2 | | s + 2 ) 

= 7E 2 ,^,tgF*/F* 2 ( z '^2V2)p(^| \ s+5 )(b,-u 2 v 2 )a(t)(t,-v 2 )p(\ | s+ f ;t)p(oj^ bV2 \ \ s+2 ) 



or 

^ a(t)(*,-z«2)p(| \ s+5 ï;t) = h(\ \ s+ lù^ ZV2i 



(lemme 3. 6. 4, A) puis : 

f( z ) = jJ2 V2 e¥*/¥^ h (\ \ s+ ^^-zv 2 )(v2,bz)p(ù_ bv2 \ \ s+2 ) 

= yE^eFVF* 2 H\ \ s+ %ù bzV2 )(-bv 2 ,bz)p(Cj V2 \ | s+2 ) 

(lemme 3.6.4,B)6) donc f(z) = pour z ^ b (lemme 3.6.7,C) et finalement : 

B' UuU2 (s) =^ +2s+| (l,l,l)p(^| | s+5 )(6,-l) 
On termine à l'aide du lemme 3.6.8. □ 
Remarque 8.3.5 

189 



1) Dans le cas réel, en n'utilisant pas la formule de duplication de Legendre,on a également : 
C{s)B(ù b ,s) = D(s).D(b,s) avec 

D(s) = 8.2^ (7s+21) r(s + l)T(s + 2)r(s + ^)T(s + 3)T(s + ^)T(s + 4)r(s + 5) sin(27rs) 

\ 3 
7TS \ 

sin( — ) lorsque 0=1, 



D(b,s) 



2 



-lfcos(— )j lorsque o = —1, 



ainsi on retrouve bien (à une constante et une puissance de 2tt près) un des résultats de 
M.Muro ( |Muro l] ). on rappelle que les calculs explicites des coefficients associés à l'équation 
fonctionnelle du préhomogène (G, 0±i) ont été faits par M.Muro (calcul micro-local). 

Notons que les ouverts 0±i,±i ne correspondent pas du tout à la description de g," en 
P— orbites et pas plus à la description de 0^ en G-orbites, par exemple Xa<i<7 X K n'appar- 
tient pas à G(Ei<i< 6 X \ ~ *x 7 ) = G(J2i<i<3 X \ ~ X M ~ x x 5 + X X(i + X A7 ") ([Mul]). 

2) Dans le cas p-adique, G a une seule orbite dans 0^. 
Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, ce cas a été étudié par I.J.Igusa, il 
a notamment calculé explicitement la fonction Zêta associée à l'indicatrice d'un réseau L 

Z"fl * s) 

"convenable" de 0i (llg 71) alors on vérifie que — - = C(s)B(Id, s). 

Z(U;-s-5) 



8.4 (E 8) ai) 

8.4.1 Le cas déployé 

Ce cas est tout à fait semblable au cas précédent : (£7, «2)- 

On note {Ai, As} les 8 racines orthogonales obtenues canoniquement par orthogonalisa- 
tions successives à partir de Ai = ai (cf. |Mu 4"] pour une liste explicite) alors : 



l<i<8 

les racines de A2 sont de la forme ^(Aj + Aj + Afc + A/) , avec l<i<j<4et/c = i+4, l = j + 4, 
notée u>ij, ou bien k = %' + 4, l = j' + 4, et notée -, avec {i, = {1,2,3,4} ainsi que 

uj = 2 Z^i<î<4 Aj et 5 = 2- X^5<i<8 ^» ^ es ^ ^ a P^ us g ran de racine de A. 

P = P(H 1 ,H 2 ), avec H 2 = 2/i 5 = ^5<i<8 ^A* et #1 = 2/i w = Xà<i<4^Aj est l'unique sous- 
groupe parabolique standard très spécial du préhomogène, ce sous-groupe parabolique est 
associé à la partie Sq — {«s} de Aq qui est de type D7. 
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Dans cette situation on a simplement Ei{H\) n 0i = {0}. 

On fixe dorénavant un système de Chevalley : (X a , h a , X_ Q ) ag A, de tel que pour toute 
racine u) G A2 on ait : 

[X_ A . , [X_ Aj . , [X_ Afc , [X_ Xl , X u ]]]] = X_ w , avec lo = ^(À^ + A, + A fc + Aj) , 

dont l'existence est assurée par le corollaire 4.3 de [Mu 4| . 

On rappelle que l'invariant relatif fondamental, -F, est de degré 8, on le normalise par la 
condition : 



l<i<8 l<i<8 1<î<8 

4-D 2B ~ TT TT 

et que B = — — — — — pr-r(= -7577 ; — r); ainsi B(-^, -^) = —2 et pour toute racine a de 

B{H ,H ) B(h\., h Xi ) 



F( ^ = 1 et on a pour ai, a 8 G F* : F( ^ «i^A,) = \ [ <n , 

AB 2B 
Ho, Ho) 
A on a B(Xa,X- a ) = 1. 

Proposition 8.4.1 i. Le préhomogène (Eq(H{) fl 0q, E 2 (Hi) fl 0i) esi e?e it/pe (£7,01) et 
d'invariant relatif fondamental F\(x) = ^ji?(a(ix 4 (X_ a; , 

f. Powr œ G 0i on a -Pi(^) = ^^(aaV^-XLs, 

5. Soii x G W-t) x = X2 + xo ai>ec G Ei{H\) n 31 a/ors : 

Le préhomogène ((E (Hi) n floW ( E 2(H\) n gi)^,) esi de fr/pe : 

(A \ ) = l (- E6 ' a2 ) tors ? Me --PiC^o) G F* 2 
' 1 (-F4, ai) sinon , 

e< c(/) = Pi(x ) (moi F* 2 ). 

Le préhomogène ((E (H 2 ) D 0o)œ 2 > {E 2 {H 2 ) H 0i)a; 2 ) esi de type : 

(A A ) = I ^ 6 ' a2 ) /ors ? Me -^1(^2) G F* 2 
| (F4, ai) sinon , 

ei c(/) = F 1 {x 2 ) {mod. F* 2 ). 
Démonstration: 1) Cela résulte du diagramme de Dynkin complété de E%. 

2) H\ et H 2 sont dans la même orbite de G, il suffit d'appliquer le 1) de la proposition 8.2.4. 

3) Pour tout x G Wt, il existe g G Gh 1 et (ai,..., as) G F* tels que gx = Xa<i<8 ai ^A; 
(lemme 7.3 de |Mu 4j ) donc on fait la démonstration pour x 2 = Yli<i<4 a i-^K et xq = 

^5<i<8 a i X K- 
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a) Le préhomogène ((Eq(Hi) H Qo)x > {E 2 {H\) H 0i)rr o ) est un préhomogène absolument 
irréductible régulier quasi-commutatif presque déployé pour lequel {E±{H{) H 52)2:0 es t de 
dimension 1 or on a : 

{E 2 {H l ) n 01)^ = ©i<i< 4 A! 0i<i<j<4 (FX itj © FX<j) 0i<i< 4 [X_ Ai , X w ] avec 
Xij = a A+j [X_x A+i , X^j } - a 4+i [X_ x 4+j , X UiJ } , 

x 'i,j = a 4+j'l X -K+^ X ^J ~ a4+i'[X-\^.„X u > i J , {i,i',j,f} = {1, -A}, 

donc, par classification, ce préhomogène est de type (R, Ào) = (-£4,0:1) avec d = 2 donc de 
type (A, Ào) = (EQ,a 2 ) lorsque / est isotrope et (i^ai) sinon (cf.3),lemme 8.2.2) ainsi il 
suffit de considérer la forme quadratique : 

f'(u,v) = ±B(ad(uX h2 + vXl 2 ) 2 (X_ Xl ),X_ X2 ) 

= -\B([uX h2 + vX' h2 ,X_ Xl ], [uX h2 + vX[ !2 ,X_ X2 ]) 
= c(u 2 a 5 a 6 + v 2 a 7 ag) , 

c étant une constante non nulle, /' est isotrope 44> P\(xq) = — 1 (mod F* 2 ). 

b) Idem que pour a) □ 

Lorsque F est archimédien, les 2 polynômes de Bernstein s'obtiennent immédiatement en 
appliquant les propositions 3.4.4 et 3.7.3 (ainsi que 8.2.5) d'où : 

Proposition 8.4.2 Soit B(s) = s(s + |)(s + |)(s + 4) le polynôme de Bernstein du prého- 
mogène de type (Eq,cx 2 ) alors : 

s 2 ) = B(s 2 ) et b 2 ( Sl ,s 2 ) = B(s 2 )B( Sl + s 2 + 3). 

On rappelle que pour u = {u\,u 2 ) G (F*/F* 2 ) 2 on définit les ouverts (tous non vides) : 

Ou = 0( U1 , U2 ) = {x G 0i | Fi(x)F* 2 = m , F 2 (x)F* 2 = Ul u 2 )} 

°*u = 0* {UUU2) = {x G 0-1 | F*(x)¥* 2 = u 2 , F*(x)F* 2 = Ul u 2 } 
ainsi que les fonctions Zétas correspondantes : 

Z u (f;cu) = Z(fl Ou ;L0) pour / G S(fli) et Z*(h;u) = Z* (hl * u ; ou) pour h G S(fl-i). 

Pour u,v,w G F*/F* 2 , lu G F* et s G C posons : 

B w (w,«)= Yl A i ia +i ) «+f( uw '*' 1 )(*'- u; ) A i ia +ï ) .+5(*' ,im ' 1 ) ' 

teF*/F* 2 

(cf. 8.2.8 et sa démonstration ainsi que la prop.8.4.1). Alors : 
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Proposition 8.4.3 1. Lorsque F = C pour f G S(fli), on a : 

Z*(9 r (/); (u-l,U2), (si,s 2 )) = a 2 (uJ 2 , s 2 )a 2 (uJiUJ2, s 1 +s 2 +3)Z ^f; (wi, (co^y 1 ); s 1: -{si+s 2 +8) 
avec : 

5 7 

a 2 (uj, s) = p'(uj; s + l)p'(u; s + -)p'(u; s + -)p' (w; s + 5). 

2. Lorsque ¥ = M. ou bien F esi «n corps p-adique de caractéristique résiduelle différente 
de 2, pour tout v = {v\,v 2 ) dans (F*/F* 2 ) 2 et f G S(fli), on a : 

Z v(?(fy, (^1,^2), («1, «2)) = ^ d V:U (uj,s)Z u (f; {ui, (uJito 2 y 1 );s 1 , -(si+s 2 +8) ) auec 

îte(F*/F* 2 ) 2 

it = (ui,u 2 ) : d V!U (ou, s) = B Vl!UuV2 (u2,s 2 )B V2miUl (u;i.U2, s 1 + s 2 + 3). 

Démonstration: On applique la proposition 5.3.1 dont toutes les hypothèses sont vérifiées 
par les propositions 8.2.11 et 8.4.1, puisque c(/) = Pi(xq) (resp. c(/) = F\(x 2 )) dans le pré- 
homogène ((£ (#i) n Q ) X0 , {E 2 {H 1 ) n si 

)x ) { res P-((Bo(Hi) H Qo)x i (E2(Hi) H Qi)x )) et que 
ri = 3. On notera que la restriction de F\ (resp. Pi) à (E 2 (Hi) C\Qi) X0 ) (resp. (-£2(^2) H gi)^) 
est l'invariant relatif fondamental utilisé dans le paragraphe 8.2 (cf. 1) de la proposition 8.2.4) 
à un coefficient multiplicatif près appartenant à F* 2 ce qui est sans incidence (cf.lemme 3.5.3).D 



Remarque 8.4.4 

1) Dans le cas réel, posons : 

ui = — 1 et u 2 = 1 alors pour u = ±1, B UuUj ^ u (s) = -Bjj(u, s), Bij(u,s), étant le ème 
coefficient de la matrice : 

\C 2 ^S)( 9n 7 2 f. ° ) (prop.8.2.11) 

2 V — 2(1 + n) sm7rs itsin27rs J 

Soient ai = (-1, -1), a 2 = (-1, 1), a 3 = (1, -1), a 4 = (1, 1) et soit D(s 1: s 2 ) = ^D i j(s 1 , s 2 )^j 



la matrice 



1<*<7<4 



/ sin27TS2 sin27r(si + S2) \ 

— sin27TS2 sin27r(si + s 2) 

— sin 27TS2 sin 2-7r(si + S2) 

\ 4sin7TS2sin27r(si + S2) 4sin27TS2 sin7r(si + S2) sin 2-7TS2 sin 27r(si + S2) ) 



alors : . 

d ai , aj (si,S2) = -C2(0,S2)C2(0, si +s 2 +3)Aj(si,S2)- 

On a : 
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d ai , ai (si,s 2 ) +d 04)ai (si,s 2 ) = d aua4 (si, s 2 ) + cZ a4!(l4 (Sl,s 2 ) 

do 2 ,oi(si,S2) +da 3 ,oi(si,S2) = 4 2 ,a 4 («1 , «2) + d a3 ,a 4 (si, S 2 ) = 
do 2 ,o 2 (si)S2) +do3,o 2 (Sl.S2) = da 2t a :i (s 1 ,S 2 ) + d a3 ,a 3 («1 , S 2 ) 

mais d ai)a2 (si,s 2 ) + d a4>a2 (si, s 2 ) / cZ ai , a3 (si, s 2 ) + d a4>a3 (si, s 2 ) pour si / donc on n'a pas 
l'analogue de la proposition 8.2.8 pour (s±,s 2 ) G C 2 . 

Lorsque F est un corps p-adique, les expressions analogues semblent compliquées. 

Cependant lorsque si = 0, on a encore les équations fonctionnelles habituelles. Pour u G 

F* /F* 2 , et s G C tel que K(s) > 0, on pose : 

• O u = {x G fli tel que F 2 (x)F* 2 = u} et pour / G S(fli) : Z u (f; s) := Z(l 0u f; s), 

• O* = {x G 0_i tel que F|(x)F* 2 = et pour g G S(fl_i) : Z^; s) := Z*(l * 5 ; s), 

alors Z u (f;s) et Z*(g; s) admettent un prolongement méromorphe sur C et si F*/F* 2 = 
{ui, ...,ue}, on a : 

Proposition 8.4.5 Dans le cas réel ou bien dans le cas p-adique avec caractéristique résiduelle 
différente de 2, pour tout f G S(0i) et s G C on a : 

)=f(s)A'(s).A'( S + -)( .... 
Z: e (Hf);s) J V Z Ue (f;-s-8) 



avec 



et 



f(s) = |2| F - 4 - 16 p(| | 2 ^ 7 )p(| | 2 *+ 10 ), 



A'(s)= (a 1 s( Ui , Uj ,l)) seC 
V ' 2 / i<u<e 



est la matrice des coefficients associés à une forme quadratique de discriminant 1 sur un espace 
de dimension 5. 



Démonstrat ion: Les coefficients, a v u (s), pour u, v G F*/F* 2 , sont donnés par (prop.8.4.3,2)) 

a v ,u( s ) =Y. Vl e¥*/¥^ d (vi,vv 1 ),(u 1 ,u 1 u)(0,s) avec u\ G F* /F* 2 , 

= X^gF* /F* 2 B Vlj ui,vvi ( s )Bvvi,uui,ui ( s + 3) 
= J2t 1 ,t 2 e¥*/¥* 2 ^(*1î*2) 

avec A(t!,t 2 ) = J2 Vl e¥*/¥* 2 

^+l,s+f ( U ' *!' ^^--Wl)^?,^^!.™^!- 1 ) j4 s + 4 iS+ ^. («1 OT 1> *2, 1)(*2, -^l)^L- « . s+8 (*2, 1) 
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= (il, -v)(t 2 , -ui)A] +hs+l (v, h, l)A] + ^ s+8 {t 2 , u, l).A'(t 1 ,t 2 ) 
avec A'(t 1 ,t 2 ) = Y, Wl ,w 2 eF* /¥*? Mh, t 2 , w\, w 2 )a(w 1 )a(w 2 )p(s + |; tiWi)p(s + ^; t 2 w 2 ) et 
A(ti,t 2 ,wi,w 2 ) = S lîl6F ./ F .2(ui,ii)/o(s + 5;«; 1 wiui)p(s + 4; it^mu) 
= E^ l6 F*/F* 2 ( ÎJ i u; i u; 2'Uii',ti)p(s + 5; u; 2 fi)p(s + 4;ici«i) 

donc : 

-4'(*i, ^2) = E ( E a(wi)(^i,ii)/o(s + -;t 1 wi)p(s + 4;io 1 'W 1 ). 

ijiGF*/F* 2 «;iGF*/F* 2 

( ^2 a(w 2 )(w 2 ,ti)p(s + 5; w 2 vi)p(s + ^-;t 2 w 2 ) 

= (uiv,h) ^2 [ v iM) A\ +1 ^ s+A (ti;vi,ti)A\ + ^ s+1 i{vi,t 2 ,ti) 
v 1 ew/¥* 2 

= (uiv,h) Y, (vi,h)a(l) 2 a{-t 1 ) 2 Al + ^ s+4 (l,t 1 v 1 A)A 1 s+ ^ s+1 A(t 1 v 1 ,t 1 t 2 ,l) 

ui£F*/F* 2 



A'(t x ,t 2 ) = < 
(lemme 3.6.8,1)), d'où : 



pour ti 7^ t 2 



a,,„( S )= 53 ^(M) = /W E ^ + i lS+ |(^*» 1 )4+f lS+ 8(*'^ 1 ) 

tG F*/F* 2 t6F*/F* 2 

avec : 

/W=Ai fîffrHt (l,l,l)Ai +6)-+ n(l,l > l) = |2| F - 4 - M p(| | 2s+7 )p(| | 2S+1 °). □ 
Remarque 8.4.6 Les orbites de G dans q±i sont données dans le théorème 2 de \Mu J$ . 

2) Dans le cas p-adique. 

Les orbites de G dans g' t (resp.g 1 ^) sont données par 0' u (resp. 0'* u ) pour u G F*/F* 2 . 

Lorsque la caractéristique résiduelle est différente de 2, £ = 4 et la proposition 8.3.5 donne les 
coefficients de l'équation fonctionnelle associée au préhomogène (G, fl±i). 
On a alors : 

(i-g 2s+6 )(i-g 2s+9 ) 

J[S) (1 - q- 2s - 7 )(l - q-^-loy 

3) Dans le cas réel, la proposition précédente donne : 
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avec 

, . _ / - sin 2 2irs 

l 4 sin 7ts sin 27rs sin 2 2ns 

ce qui n'est pas en accord avec les résultats obtenus par Muro (\Muro 1^ ). 
(Pour mémoire : \Cii^i s)C2(0, s + 3) = 

4(2vr)~ 8 ^Dr( s + i)r( s + |)r(* + ^)r( s + s) i> + 4)i> + ^)r( s + ^ )r( s + 8); 

G a 3 orbites dans q[ (resp.Q'_ 1 ) : 

O x = G{ J2 X Xi ) U G.( 2 X Ai - X A7 - X Ag ) , CU = G.( ^ X Xi - X Xr ). 

l<i<8 1<«<6 1<«<7 

5î /'on t;et<f déterminer les coefficients de l'équation fonctionnelle associée aux orbites, il faut 
procéder de manière analogue au paragraphe 8.2.4 ce Q ue ne sera P as f a ^ ici- 

8.4.2 Le cas réel non déployé 

Dans ce paragraphe, on considère la forme EIX de Es plus précisément ~g est de type E% 
et g est de de type F4, les préhomogènes correspondants sont les suivants : 

• (ÂO)fli) est de tyP e (^8, ai), 

• (flo,0i) est de type (F 4 ,A 4 ), 

et les diagrammes de Satake et de Dynkin sont : 



@- 



-® 



(Ai est la restriction de ag, X 2 est la restriction de aj, À3 est la restriction de a^, A4 est la 
restriction de ai) 

Comme w et 5 sont des racines réelles, le sous-groupe parabolique standard est le même 
que dans le cas déployé, il est donné par P(Hi,H 2 ) avec H\ = 2h w et H 2 = 2h% qui sont dans 
la même orbite de G. 

L'algèbre simple E = il(Ri?2) (resp. F = il(RHi)) est graduée par (resp. -if 2) et son 
diagramme de Satake est de type EVII, le diagramme de Dynkin du préhomogène (Eq,Ei) 
(resp. (Fq,Fi)) est de type (C3, Ai), il est obtenu en prenant simplement An (©1=2,3,4^ Ai). 

Ceci donne une situation très simple car : 

Lemme 8.4.7 Soit x G E[ (resp.x G F{) et il* = iX(¥x © ¥H 2 © Fx" 1 ) (resp.il x = U(Fx © 
FHi © Fx" 1 ) ,) alors ii x est de rang 2 et de type EIII et le préhomogène ((il x ) , (ita;)i) es t de 
type (BC 2 ,\i). 
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Démonstration: Par la proposition 8.4.1, le complexifié de ((it c )o, (i4c)l) est de type 
(£"6, «2) et par la proposition de l'appendice 1, il^ est de rang inférieur ou égal à 2 donc 
ii x est de type EIII par classification (tables de fWaj) d'où le préhomogène ((il x ) , (iloOi) est 
de type (BC 2 ,Xi)- 

□ 

On en déduit : 

Proposition 8.4.8 1. P a une seule orbite dans g"i. 
2. Soient (si,s 2 ) G (C) 2 , / G S(fli) alors : 

Z*($f; (s\, s 2 )) = C(si, s 2 ) sin(27rs 2 ) sin(27r(si + s 2 ))Z(f; (s\, -s\ - s 2 — 8) fluec 

c( Sl , 52 ) = 4(2vr)-( 4 ^+ 8 ^+ 36 )r( S2 + i)r( S2 + |).r( S2 + I)r( S2 + 5)r( Sl + S2 + 4) 

11 13 
.r(ai + s 2 + y)r(si + s 2 + y )r(ai + s 2 + 8). 

Démonstration: On procède comme dans la démonstration de la proposition 5.3.3 que 
l'on applique avec si = (cas d = 2) ainsi que la proposition 5.3.1 avec El = R*. □ 

Remarque : Cette proposition est bien connue lorsque s\ = ( |Muro l] ). 
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Appendice 1 



On indique un résultat sur le rang du centralisateur associé à un s^-triplet dont l'élément 
simple est donné par 2h a , h Q étant la co-racine de la racine longue a dans un système de 
racines irréductible et réduit. 

Ce résultat permet de simplifier les calculs en "petit rang". 

On commence par un premier lemme : 
Lemme 1 Soit A un système de racines irréductible et réduit , on note : 

• S une base de A, 

• 5 la plus grande racine de A pour l'ordre induit par S, 

• S' = {a G S | n(a,â) = 0}. 

Soit 7 une racine de A vérifiant 71(7, 5) = 1 alors il existe au moins une racine a de Y! 
(qui est non vide) telle que la quantité n(j,a) soit non nulle. 

Démonstration: Comme 5 — 7 est une racine, 7 est positive. 

1) Dans le cas A n et dans les notations de la planche 1 de |Bou lj : 
a = ei - e n +i, £' = {ai = - e i+ i,i = 2, .., n - 1} et : 

7 = ei — ej+i, avec i = 1, ...,n — 1 ou bien 7 = — e n+ i, avec i = 2, ...,n et dans les 2 cas 
71(7, aj) / pour 1 = 2, n - 1; n(ei - e 2 , «2) ^ et n(e n - e n+ i, a n _i) ^ 0. 

2) Dans les cas restants, S — S' = {ao} et 7 — ao est une combinaison linéaire (à coefficients 
positifs ou nuls) d'éléments de S'. 

Procédons par l'absurde et supposons que 7 soit orthogonale aux racines de S' alors (7, 7) = 
(7,00) donc n(a0)7) = 2 d'où 7 est une racine courte positive orthogonale à S' et A n'est 
pas simplement lacé. 

Il est facile de vérifier cas par cas (dans les notations des planches de [BoûTj) que c'est ab- 
surde, en effet : 

a) A = G2 : alors 7 = — £3 avec i = 1 ou 2 et S' = {ai} = {ei — €2}- 

1 

b) A = F4 : alors 7 = e,, i = 1, 2, 3, 4, ou bien 7 = - (±ei ± e 2 ± 63 ± 64) et 
S' = {e 3 - e 4 , e 4 , -(ei - e 2 - e 3 - e 4 )}. 
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c) A = B n : alors a = t\ + €2, 7 = ej, i = 1, 2 et S' = {ai = ei — 62, «i, 3 < z < n}. 

d) A = C n : alors 5 = 2ei, 7 = e± ± e^, z = 2, n et 

£' = {a« = - e i+ i, 2 < i < n - 1, a„ = 2e n }. □ 

Lemme 2 Soif A «n système de racines irréductible et réduit, a et 7 2 racines de A ie//es 
g«e : 

n(7,a) = 1, 
iij a est «ne racine longue 

alors il existe au moins une racine ô telle que 71,(7, ô) 7^ et n(ô, a) = 0. 



Démonstration: Soit S une base de A et 5 la plus grande racine de A pour l'ordre induit 
par E, alors a et 5 ont même longueur donc sont dans la même orbite du groupe de Weyl W 
et il suffit d'appliquer le lemme précédent. □ 

Proposition Soit g une algèbre de Lie simple, a une sous-algèbre abélienne déployée maximale 
de q, a une racine longue de A, le système de racines de (g, 0) que l'on suppose réduit. 

(x,2h a ,y) étant un sl^-triplet, on appelle il x l'algèbre dérivée du centralisateur dans q de 
l'algèbre ¥x © ¥h a © Wy, alors : 

rang de(ïi x ) < rang de (g) — 2 . 



Démonstration: Soit E le centralisateur de h a dans 5 alors : 

E = c © E' , 

c étant le centre de E et contenant h a et E' étant l'algèbre dérivée de E. 

Soit A' = {(3 G A | n(a,(3) = 0} alors a' = J2p<EA'^hp est une sous-algèbre abélienne déployée 

maximale de E', comme il x C i?' on a rang(iX x ) <rang(i?') =dim(a') <rang(g) — 1. 

Si rang(ilc) <rang(g) — 2, la démonstration est terminée. 

Dans le cas contraire on a rang(il x ) =rang(g) — 1 =dim(a'). 

Alors, soit a x une sous-algèbre abélienne déployée maximale de ii x , a x © ¥h a et a sont 2 
sous-algèbres abéliennes déployées maximales de g contenant h a donc il existe un élément g 
dans Aut(o)h a tel que g(a x © ¥h a ) = a d'où (g(x), 2h a , g (y)) est encore un s^-triplet (d'où 
g(x) G ffi{ 7 | n (7,a)=i}g 7 ) et l'algèbre g(il x ) = &g( x )-> admet g(a x ) comme sous-algèbre abélienne 
déployée maximale mais g(a x ) C H E' = a' donc g{a x ) = a' d'où [<7(x),a'] = ce qui est 
absurde par le lemme précédent □ 
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Appendice 2 

Remarques sur les mesures relativement invariantes sur les orbites singulières 

1. Conditions suffisantes 

Dans ce paragraphe, on donne des conditions suffisantes d'existence des mesures relative- 
ment invariantes sur le lieu singulier et tempérées. 

Les hypothèses de ce paragraphe sont les suivantes : F est un corps local de caractéritique 
et on suppose que (flo>£li) est un préhomogène tel que : 

(1) 01 est un go- m odule absolument simple, 

(2) 2H est 1-simple. 

On considère un s^-triplet 1-adapté : (xQ,h,yo) non générique, c'est à dire que h / 2Hq, 
et on suppose que les propriétés supplémentaires suivantes sont vérifiées : 

(3) le préhomogène (H(¥h')o,ii(¥h')i, — ) admet un unique invariant relatif fondamen- 
tal avec h' = 2Hq — h, 

(4) h' est 1-simple et le préhomogène (il(F/i)o,il(F/i)i) admet un unique invariant 
relatif fondamental. 



Par les hypothèses (1),(2),(3),(4) les préhomogènes (g o ,0i), (il(F/i')o,il(F/i')i) et (il(F/i) ,il(F/i)i) 
admettent des invariants relatifs fondamentaux non constants que l'on note respectivement : 
F, Fh,Fh' et XiXhiXh 1 seront les caractères associés; on note m,m/i,m^' les degrés respectifs 
des polynômes. 

Pour G Z, on désigne par Eij le sous-espace vectoriel : 

Eij = Ei(h) n Ej(h') = {x £ q | [h, x] = ix et [h 1 , x] = jx } 

et pij est sa dimension (notons que : p±i,±j = Pi,j)- 
Soit po = sup{i > / fli/{0}}. 

H est la composante connexe du noyau de %, (resp.i?a; ) est le centralisateur de h 
(resp.xo) dans H, est le sous groupe exp{ad{®i>\Ei(h) n go))) Ph es t le sous-groupe para- 
bolique Hh-Nh et il est bien connu que 

H xo = (Hh)x -N Xo C Ph C H. 

Ap h désigne le module du sous-goupe Ph lorsqu'il est muni d'une mesure de Haar invariante 
à gauche et notée dp. 

t i A-i i ir E?=o^M pdim(Q p ) 

Lemme 1 A Ph = \ Xh \ avec r = . — — — — avec 1 < p < p . 

2) H Xo est unimodulaire. 
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Démonstration: 1) Montrons que pour tout couple £ZxZ, / (0,0) et g G Gh 
on a : 

'Pi ,j Jp i,J 

(a) det{g/ Eij f = X h(g) m * Xh'(g) m "' ■ 

La démonstration est standard (cf.lemme 1.4.7) et repose sur les hypothèses (3) et (4). 
Supposons i > 1, pour x G I?2,o l'application définie par : 



(adx) 1 E-i j -»■ E 1 .. 



est bijective en xq, à l'invariant relatif àet(ad{x) 1 / E-ij) est associé le caractère : det{g/ Ei j)-det{g' 
donc par l'hypothèse (3), celui-ci est une puissance de Xh(g)- Le coefficient se calcule simple- 
ment à l'aide de l'élément hh(t) qui opère sur chaque Eij par l'homothétie de rapport t % ce 
qui donne : 

%Vi j 

(b) det(g/ EiJ ).det(g- 1 / E _J= X h(g)~. 
Si i < — 1, par dualité donnée par B on a : 

det(g/ Eij ) = det(g~ l / e.^) 

ainsi la relation (b) est vérifiée pour i / 0. 
On procède de même avec l'hypothèse (4) d'où 

(c) pour j/0 det{g/E iJ ).det(g- 1 / Ei ,_ :i ) = Xh'{9) m ^ , 
ainsi de (b) et (c) on déduit la relation (a). 

Exactement de manière analogue, en raison des hypothèses (1) et (2), on a pour 1 < p < po : 
(d) pour geG (det(g/ Sp f = X (gf avec P = 2 P dim ^ 



m 

D'après (a) on a pour g G Gh ■ 

X h (9) M »X h i9) M »'=x(9) P avec M h = *™* MWfr) Mfc , = 
d'où M A / 0, M h / / et la relation : 



(e) pour i/0 et g £ Gh (det(g/ E . ,)) 2M »' = Xhid)^ xid) 



Pi 

avec Mj j = — l ^—{iM h <m h > - jM h m h ). 
m h m h > 

2) On a A Ph (N h ) = 1 et pour g £ H h : 

^P h -\g) = \WUdet{g/ E ^)\ 

= I X/i(âO | r en utilisant la relation (e) et le fait que x{H) = 1. 

3) Vérifions que H Xo est unimodulaire. Pour ceci il suffit (comme pour Ph) de calculer pour 
g £ H h , Xo la quantité : 

Po 

n i det (9/(E^) X0 1 • 
i=i 
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Comme g G H^xo on a Xh(d) = 1 donc pour tout i / on a 

I det(g/ EiJ ) |= 1. 

Or pour i > 1 on a [xq, E^-i] = Ei+i-% et çxq = xç, donc 

1 =| det(g/ Ei ^) |=| det(g/ {Ei _. )xQ ) \ . \ det{g/ E2+ ^ l ) \=\ det(g / {E ._ i)xQ ) \ . □ 

Ainsi il existe sur l'espace homogène Ph/H XQ une mesure non nulle, relativement invariante à 
gauche par Ph, de multiplicateur Ap* et unique à une constante multiplicative près ( [Bou 3| . 
chap.7, théorème 3,§2,n°6), notée dp. 

Lemme 2 On suppose que : 

l'(h) = f> M - (X>,2-i) + > 0, 

a/ors pour / € et g £ G 

M9) = [ f(gg'x )A p 1 (g / )dg' 

converge absolument et vérifie pour tout p G -F\ et g £ G 

^f{gv) = A Ph (p)ipf(g). 



Démonstration: Il suffit de montrer la convergence absolue, la relation d'invariance étant 
évidente. 

On considère l'action du groupe Ph sur l'espace vectoriel : 

E = E 2 (h) H 0i © E' avec E' = ®i> 3 Ei(h) n fli 
Un calcul facile montre que : 

P^.^o = H h .x ®E' 

Ainsi pour la topologie induite par F sur E, Ph-Xo est une orbite ouverte de E, de même Ph 
est un sous-groupe fermé du groupe des automorphismes d'espace vectoriel de q, muni de la 
topologie naturelle induite par F. Pour cette topologie Ph opère continuement, est un groupe 
localement compact, dénombrable à l'infini donc Ph/H XQ est homéomorphe à l'orbite Ph-Xo 
([Bo u 4j . chapitre IX, prop.6,§5, n°3). 
On considère sur E la mesure P^-invariante donnée par 

f(x) | F h (projection(x) / E2 ( h )n Sl \~ S dx 

dx étant la mesure sur E invariante par translation, "projection(x)/£: 2 (/j) ngi " représentant la 
composante de x suivant H fli. En effet le changement de variable fait apparaitre la 

quantité 

[] | det{g)/ Eia _ t \- l =\ Xh (g) \~ 5 

i>2 
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avec pour 1 < p < po : 



pdim(g p ) .. [trace{ad{h y E) _ dim{ - E \ t race{ad{h) L)\ 



m h (trace(ad(h')/ Sp )' " pdim(g p ) " 0p/ 

(relation (e) de la démonstration du lemme 1). 

En raison de l'homéomorphisme et de l'unicité (à une constante multiplicative près) de la 
mesure Ph invariante sur Ph/p hxQ on a : 

JP h .X 

d'où cette dernière intégrale converge pour / G S(qi) lorsque r — ô > d'où la condition 
puisque trace(ad(h') / g Po > 0. □ 

On procède comme dans |Ra-Sc| . H est un groupe semi-simple, connexe pour la topologie 
de Zariski donc H est unimodulaire. Sur l'espace C 'k(H) des fonctions à support compact, on 
considère la mesure de Haar /x; par la proposition 3 de |Bou 3| (chap.VII,§2, n°l) il existe une 
forme linéaire positive, non nulle, //-invariante à gauche, relativement bornée, notée i/, définie 
sur l'ensemble C des fonctions continues définies sur H à valeur dans C telles que 

VgeH ,V P £P h f(gp) = A Ph (p)f(g) 

(rappelons que H/ p h est compact pour la topologie induite par F) 
Lemme 3 On suppose que l'(h) > et pour f G 5(01 ) on pose : 

Vx (f) = "(ipf) alors 

1) v XQ est une mesure positive, tempérée sur Q\, invariante par H et de support H.xq que l'on 
peut écrire sous la forme 

Vxo(f) = f(v.w) | F h (projection(w) / E 2 (h)n 3l ) \ l{h) dvdw 

J JV h xP h .x 

avec Vh = exp{@i>\E—i(h) n Qq, Vh est muni d'une mesure de Haar dv et : 

_ Pofc( 8 ) 
m h trace(adh' / Spo ) 

2) Lorsque H.xq = G' .xq, G' étant un sous-groupe ouvert de G contenant Kerx, v xo es< 
relativement invariante par G' de caractère \ x\~ a avec 



_ p dim(g P0 ) 



m(trace(ad(h')/ Spo ) 



■[^2iPi,i -^2iP2+i,-i] (l<P<Po) ■ 



i>l i>l 
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Démonstration: 1) Comme 



[00, so] = (M-<( fc ) n oo) © ([00, go] nE (h)) e (®i>xEi{h) ng ) 

et que ©j>i£Lj(/i) fl go est l'algèbre de Lie du groupe algébrique connexe et [go, go] H 
EqQi) (Bi>i Ei(h) n go celle du groupe algébrique connexe Ph, par la proposition 4 du chapitre 
VI, §2 p. 373 de |Ch] on a H = Vh-Ph à un ensemble de mesure nulle près et on peut donc 
écrire pour toute fonction / : H C continue à support compact : 

/ f(h)dh= [ [ f(v.p)A^(p)dvdp = v([ f(g.p)Ap l (j>)d P ) 

JH J JVxP h JP h 

( [Bou 4| . §2, n°9,prop.3, n°2, prop.3) d'où la forme donnée pour u Xo . 

2) Soit go appartenant à G', on pose v'(f) = v Xo (f(go.)) alors v' est encore une mesure 
positive H invariante de même support que v xo , elle lui est donc proportionnelle. En raison 
des hypothèses (1) et (2), on peut supposer que gi et g_i engendrent g, ainsi le centre de 0o 
est de dimension un. Il suffit donc de calculer le caractère sur les homothéties c(t),t G F*. □ 

Lorsque h est 1-simple très spécial, (3) et (4) sont alors vérifiés, cependant l'(h) < en général 
sauf dans des cas orthogonaux très particuliers ou bien : 

Lemme 4 Soit h un élément 1-simple très spécial alors l'(h) > lorsque : 

•02 = {O} ; 

• Lorsque l'invariant relatif fondamental est de degré 4 et g est de type exceptionnel. 



Démonstration: Comme la condition porte sur des dimensions, il suffit de faire la vérifi- 
cation lorsque g est déployée. 

1) Lorsque Q2 = {0}, on reprend les notations du §6.1.1. On peut supposer que h = 
^2i<i< p h\i avec 1 < p < n — 1 d'où : 

^1 = 1, P2,2 = , =p(n-p)d , p 2 fl =p+p{p- 1)^ , dim(gi) = n + n(n - 1)^ 

donc V{h) = Mn - P \ (n - p +l)î-l)> 2p{n ~ P \ d - 1) > 0. 

n 2 n _ 

2) Lorsque l'invariant relatif fondamental est de degré 4 et g est de type exceptionnel (donc 

distinct de G2 par le choix de h), par classification on a soit $2 de dimension 1 et ce cas sera 
fait dans la proposition suivante, soit (g"o,g"i) est de type (Et,^) (cf.tableau 3) mais alors : 

Pi,i = , P2,o = dim o (0l) = 2 P2 ,2 = 16 , p 4 ,o = Poa = 1 (cf.§8.1.1)) d'où l'(h) = 0. □ 



Proposition 1 Soit (go,gi) un préhomogène tel que : 

1) gi est un go— module absolument simple, 

2) 2Hq est 1-simple et 
soit 
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5) 02 = {0}, 
soit 

6) g est de type exceptionnel distinct de G2 et ~g 2 es ^ de dimension 1, 

alors pour tout sl2-triplet 1-adapté, (xo,h,yo) avec h ^ 2Hq, il existe une mesure positive, 
tempérée, invariante par H et de support H.xq (resp. H.yo). 
Pour tout f G S(Qi) (resp. f G S(g_i)), on peut l'écrire : 

f*o(/) = / [/ f(v.z) | F h (z) |'W dz]dv 

JV h J H h .x Q 

( resp. u*(f)= f [f f(n.z)\F* h {z)\ 1 ^ dz]dn ) 



yo 

JN h JH h .y 

avec Vh = exp(®i>\E_i{h) D go) (resp. = exp{@i>iEi{h) n go)) muni d'une mesure de 
Haar dv (resp. dn) 

Hh étant le centralisateur de h dans H et F^ (resp. F^) étant le polynôme défini par Fh (projection 
de x sur E2(h) D gi) (resp. Ffi (projection de y sur E~2(h) fi 0-i) et : 

l(h) = (1 — B(2Hq — h, Hq))Û — 1 dans le cas commutatif, 



l(h) = (l-B(2H -h,H ))i + { 



2 

1 lorsque B(h,Ho) = —1, 

— 1 lorsque B(h,Ho) = —2, lorsque dim(Q2) = 1. 
lorsque B(Ji,Hq) = —3 



Démonstration: Il suffit de faire le calcul dans le cas où g est déployée. 
1) Dans le cas commutatif (i.e. 1)2)5)), tout h 1-simple distinct de 2Hq est 1-simple très spé- 
cial (remarque 1.1.3) et on applique le lemme précédent en notant que pour h = Xà<i<p^Aj 

on a l(h) = (n -p + 1)| - 1 et B(h, H ) = -p. 

2) Dans les cas vérifiant 1)2)6), ce qui correspond à la description donnée au §8.2.1 que 
l'on reprend ici, on peut supposer que h = Xà<j< P ^ avec 1 < p < 3. 

On rappelle que 2Hq = ^ 1< j <4 h\. et que pour tout i,j distincts et compris entre 1 et 4, 
il existe un élément du groupe de Weyl de Ao qui permute les racines Aj et Xj donc les 
propriétés 3) et 4) sont automatiquement vérifiées puisque les préhomogènes sont absolument 
irréductibles et on a p = —B(h, Hq). 

Il reste à vérifier que la quantité l(h) est positive ce qui se fait à l'aide des décompositions 
données en 8.2.1 □ 



Remarques : 1) Lorsque le préhomogène est de type (^2,02) déployé, on a < pour 
tout h 1-simple distinct de 2Hq donc la mesure relativement invariante dont le support est 
inclus dans gi — q[ ne prend pas cette forme simple (cf. la distribution Si de |Sh lj ). 

2) Lorsque les hypothèses de la proposition 1 sont satisfaites, on peut vérifier que l'appli- 
01 Q 

cation : \ B(h, Hq), (x,h,y) étant un s^-triplet 1-adapté, 

x — » < 

I lorsque x = 0, 
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est semi-continue inférieurement. 



De plus on peut montrer que pour tout xq € 0i on a : 



G.xq = {0} U G.x U ue3 G.u , H.x = {0} U H.x U ue y H.u , 

avec J = {n G 0i | pour lesquels il existe 2 s^-triplets 1-adaptés qui commutent (u, h, v) et 
(u' , h',v') tels que u + u' E G.xq} et pour 3' on a la même définition mais avec u + u' et xo 
dans la même orbite de H. 

Dans le cas p-adique, on peut vérifier classiquement (cf.théorème 2.3 de |Ru 1| ) que les me- 
sures u x , x décrivant un ensemble de représentants des orbites de H dans Q\ — g[ est une base 
des distributions H- invariantes de support inclus dans Qi — q[ lorsqu'on pose vo(f) = /(û). 



3) Soit G' 



{g E G | x(d) £ f(E)*} dans le cas commutatif de type I 

( cf. remarque §6.1.6) pour la définition), 
G dans tous las autres cas, 



alors H.xo = G'.xo (th. 4. 3. 2 et remarque 2) du th. 4. 2. 3 de |Mu 3] et §6.1.2 pour le type III 
commutatif) donc les mesures v Xo et v* Q sont relativement invariantes par G' de caractère 

associé respectivement \x\ a et \x\~ a avec a = —B(h,Ho)^ dans le cas commutatif et 

a = -B(h,H )l + { UmS(lUeë{h > Ho) = - 3 > . 
I g sinon 

2 Une application aux mesures singulières dans le cas commutatif avec d pair 

On reprend toutes les notations du §6 et on donne la définition suivante de rang : 

Définition Soit (x,h,y) un sfa-triplet 1-adapté, on appelle "rang de x ", "rang de h "et "rang 

de y " la quantité r(h) = — - — — . 

d\ 

On pose r(0) = 0. 

Soit (xq, h, yo) un s/2-triplet 1-adapté associé à une orbite de rang p avec 1 < p < n — 1, alors 
on a (à l'action de G près) : 



n—p 

2H = h x . , 2H -h = J2 h i » h = Y. h i ' 

l<i<n i=l i=n— p+1 



la proposition 1 permet d'écrire les mesures sur les orbites singulières de la manière suivante : 

V/e%i) ^ (/) = 4 ) (!?(. + 0)^-1) 

d 



V/ E S(g_0 u* yo (f) = Z<r p) (T*/ 2H °- h \0 +.),§" 1) 

où Tj désigne la transformation introduite dans le §4.3 sur S(q\) pour le couple d'éléments 
1-simples : (h, 2Hq — h), et T*( 2H °~ h ^ est la transformation introduite dans le §4.3 sur 5(g_i) 
pour le couple d'éléments 1-simples : (2Hq — h, h) 
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z(p) (resp. Z*( n p ) ) étant les fonctions Zêta du préhomogène (H h, E2(h)DQi) (resp.(Hh, i£_2(/i)n 

), O = Hfr.xo et O* = Hh.yQ, les normalisations des mesures étant choisies en concordance 
avec le §4. 

Le théorème 4.3.5 et les théorèmes 6.2.1 et 6.2.2 permettent d'établir une généralisation du 
lemme 4.2 de |Sa-Shj lorsque | > 0. 



Proposition 2 On suppose d pair. 

Soit f une fonction de Schwartz de support inclus dans g'i = {x G g\ F(x) ^ 0} alors : 
v* yo (f) = K.C p ù 5n - P+ i(F£(y )) f f(x)ù &P (F{x))\F{x)\-i^dx avec 

j=0 

b(ir) étant défini par 

a) Lorsque le rang sépare les orbites de G dans Qi (alors 6 = 1) ou bien lorsque F est 
un corps ^i-adique ou bien lorsque n = 2 : 

b{u\ \ s ) = a {1) (uj\ \ s ) (def.th.6.2.1) 

b) Lorsque ¥ = Retfest anisotrope (S = (-l) d/2 , j(f) = {yf^ïf/ 2 ) : 

b(û ±1 \ \s) = p(\ |-;-l) = (^ï)-. r( s ) 

K étant la constante définie par 

i) Lorsque le rang sépare les orbites de G dans Qi : K=l 

ii) Lorsque F = M. et f est anisotrope : 

i+(-i) n 

r désignant le nombre de composantes positives d'un représentant de Hh-yo^® n ~p+i<j<nQ~ Xj ■ 

iii) Lorsque F est un corps p-adique et f est anisotrope (cas d = d = 2) on a 



K 



1 lorsque n est pair et p impair 



2 sinon. 



Démonstration: 1) Soit / une fonction de Schwartz de support inclus dans q[ = {x G 
3i F(x) ^ 0}, montrons que : 

<,(/) = E a o J /(*) i F ( x ) \~ ipk dx avec 

{O orbites de G' dans g'j} ^ 

G 1 = {g G G | X (g) G f(E)*} et 

ao = a Hh . yo M^- P ;^ ~ lh(f) p{n - p \ôP,F(x)).(ô n ,F h (x)), 
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x étant un élément de O n ©i<i< n A S O' étant une orbite de dans E2(h) n 0i contenant 
la projection de x sur E 2 (h) PI jji. 

Soit / s la fonction définie par / 9 (x) = f(gx), comme : 

*M) = <(f 9 ) I X(9) \~ N = <(/) I X(9) r N+hdl avec TV = = ^ - 1) + 1, 

si / est une fonction à support dans l'orbite ouverte O de G' dans 0i, on a pour une constante 
convenable : 

Jo 

Il suffit de calculer la constante ao- Or par définition de v* Q et par le 2) du théorème 4.3.5 on 
a pour z G E_ 2 (h) H g_i : 

<(/) = / I KM I 1 " 1 [ / l(x,z)UTj 2H °- h \x+ ))(z)dx) dz 

JH h .y JE (h)n Sl 



et : 



j(x,z) = 1 (fr^\ôP,F 2Ho _ h (x))(ô n -P,F^z)) 



(lemme 6.1.10 car d est pair). 

Pour simplifier les calculs, prenons / à support dans un ouvert O u , u = (ui,...,u n ) £ 
(F*/F* 2 ) n , tel que O u C O; comme on a supposé d > 2, on peut appliquer le théorème 
de Fubini ainsi : 

<(/) = / [ / -7{x,z) I F* h {z) il- 1 UTf H °- H \x+ ))(z)dz) dx 

JE (h)nsi JH h .y 

= 7 (/) p( "- p) . / ù SP (F 2Ho _ h (x)).( f | F* h (z) il" 1 ù Sn - P (F* h (z))UTf HQ - h) ({x+ ))(z)dz 

JE (h)n Sl \JH h .y 

On applique ensuite l'équation fonctionnelle au préhomogène (H^, E- 2 {h) D g_ i) avec les sl 2 - 
triplets hp+i, ...,h n ce qui donne : 



O' 



/ / Tf^-^^^Ù^F^^^j^^fe)) | Fh(y) dxdy. 

En raison du support choisi pour /, cette somme se simplifie et donne : 

< (f) = «o / /(*) i ^0*0 r fpdl avec 

JOu 



«O = 7(/) P( ™ P) - Ù8p( \[ U à- Ù8"(Un-p+l---Un)-aH h .yo,0'(Ùs™-p; ^ ~ 1) 



KKn 



O' étant l'orbite de iï/j dans E 2 {h) C\ Q\ contenant O u », avec u" = (u n - p+ i, u n ), d'où le 
résultat. 
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2) Il ne reste plus qu'à évaluer le coefficient aH h . yo ,o'(^6 n -p] f — 1) ce Qui conduit à des 
résultats simples en raison de la valeur très particulière de | — 1. 

a) Dans le cas transitif pour G, alors le rang sépare les orbites de G dans 0i, ce qui corres- 
pond aux types II avec e = 0, III réel, III A n en p-adique et I (d = 4 en p-adique), G = G' 
et Hh a également une seule orbite ouverte dans E2Q1) n g±, (resp. dans E-2{h) H 0_i ) on 
applique alors le théorème 6.2.1. Notons que dans ce cas 7 = ±1 et ô = 1 (1) du lemme 6.1.10). 

b) Il reste le cas de type I et II avec e > (alors d\ = 1 et n = 2). 
Notons que pour : 

i) n pair, on a G = G' et les orbites de dans E2(h) n g± (resp. dans E_2{h) n 0_i) 
sont celles du préhomogène (H(¥(2Hq — h)o,H(¥(2Ho — h)i), ce qui termine le cas II car alors 
H h a une seule orbite ouverte dans E 2 (h) H gi, (resp. dans E-^ih) H g_i ) donc : 

aH h . y0 ,O'(Ù8"-p; 7; ~ 1) = p'(ûs\ |^) d'où a = t(/)- ûjs{uiu 2 ).p'(ûs\ 

ii) n impair, on a G' / G, Xa<i<n a i x i e ^ Xa<i<n son ^ dans la même orbite de G 1 si 
et seulement si les formes quadratiques f a = ®\<i< n a.if et f b = ©i<i<rA/ sont équivalentes 
ainsi que l'analogue pour le préhomogène (il(F(2iïo — h)o,il(W(2Ho — h)\). 

Il reste deux situations possibles : 

a) Le cas p-adique restant qui correspond àd = d = 2etôj^l (f est anisotrope). 

Lorsque n est pair et p est impair, il y a également une seule orbite ouverte de dans 

ii(¥h') ±1 et a^., 0iO ,(^- P ;0) =7(/) p(n ~ p)+£l ^ ii ni< J < P P , (^l P) (2) du th.6.2.2). 
Dans les cas restants : 

a e , ;e (Ôj S n- P ) = (e'.e) n - p a e >, t (Id) 

= Hf) Pj£ ^V-t) n - p ■ ^(ni^^-il \ j ) + e'.eY[ 1 ^ pP '{ù ôj \ P)) 

= Hf^^T-^^UiKj^p'^sA n 

puisque p'(\ |) = (cf. §6.2.2, remarque), d'où en remplaçant e = ûs(u n - p+ i...u n ) et e' = 

(^ F h(yo)) on a : 

ao = ^7(/) p(n " p)+ ^^(i ? W)^-p +1 (^(yo)) II ^(^1 l J ) pour x G O u . 

i<i<p 

(3) Le cas réel alors / est définie positive, 5 = {—l) d / 2 et 7(7) = (ï/^ï) d / 2 . 
Par le 1) du théorème 6.2.2, on doit évaluer la quantité ao = j(f) p( - n ~ p ^ +F< ' F 2 '%([] 1<K)1 Ui).b 
avec : 

fe = Yl II U « : Si • W n~î,+i) II P'î-^n-P+J^n-P+i)- 

{we{-l,l} p I O^cH h .y } l<j<P l<j<P 
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Or pour s G C, p'(û±i\ \ s ;x) = Cj±\(—x)p{\ \ s ;x) (cf.formule donnée en 3) de la remarque 
3.6.6) donc : 



b= (ô n P+1 ,F£(y )) fi ((-iy^Un-p+j- W n-p+j)p{\ -,:+;»■„-:;+;>■ 

{we{-l,iy | O* CH h .y } l<j<p 



De plus pour n G N*, il est immédiat que p(\ \ n ;x) = ((— l) n , — x)p(\ | n ; — 1) (vérification sur 
la formule explicite) d'où (on rappelle que d est pair) : 

b=(8 n -v+\Ft(y )) H p(\ f2;-l)\{w£{-lAV\O* w cH h .y }\. 

i<j<P 

Soit (jp — r, r), < r < p, la signature de la forme quadratique associée à un représentant de 
l'orbite de yo alors : 

• si n est impair, l'orbite de Hh-yo est caractérisée par la signature donc 

{w G { — 1, 1} P | C iî/j.yo} = {w £ { — 1, 1} P ayant r coordonnées — 1 et p — r coordonnées 
1} donc \{w G {-1, lp | O* C iJfc.y }| = C r p . 

• si n est pair, contient l'homothétie de rapport —1 donc l'orbite de H^.yQ est caracté- 
risée par la signature (p — r, r) ou bien (r,p — r) donc \{w G { — 1, 1} P | C fl/j.yo}| = 2Cp. 
□ 

Remarques : 

Lorsque le rang sépare les orbites de G dans g±i, on convient de poser pour 1 < p < n — 1 : 
Vp ■= v x pour x G 0i de rang p et u* := u* pour y G 0_i de rang p. 



1) Lorsque d = d et /(-E 1 )* = F* on a C p = IIj=i p{\ | 2 ) ce qui donne : 
lorsque d = 2, 



I I ( — ) dans le cas p — adique avec d = 4 ou 8, 

.7=1 



i 2P(-l)fp(P+ 1 )(2vr)-ï p ( p+1 ).nj = i L(j.f ) dans le cas réel avec d = 4 ou 8. 
Lorsque ci = 2, H.Rubenthaler a montré que u* est proportionnelle à v n - p ( |Ru lj ). 

2) Lorsque d = d et f{E f / F* on a : 
i) dans le cas ^—adique : 



El [£±il 



^=K(«5,(-irM/ 2 ). 7 (/r+^.n^2j- n 

3=1 9 3=1 

ii) dans le cas réel lorsque / est définie positive : 

xc p = 2 1 +(- 1 )".(2 7 r)-f^+ 1 ).(^î)^.(n r(j.^) ).CJ 

3=1 
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lorsque d = 2, au coefficient 2 i+ ^^ .2 np — 2 près, on retrouve le résultat du lemme 4.2 de 
[SkEE]. 

3) Lorsque F est un corps p-adique, on peut montrer que v* est proportionnelle à Z{ ; | \~ï p ) 
pour p = 1, n — 1 lorsque d = 4 ou d = 8. 

4) Lorsque rf = 2 et di > 2, on a encore C p = dans le cas réel (il apparaît le 
coefficient sin(7rd) = 0) et dans le cas p-adique puisqu'il apparait le facteur aP^(\ |) = 

(-^^ïïi^pd K) = o. 

La proportionalité entre i^* et f n _ p est encore vraie dans le cas réel (corollaire à la proposition 
IV-15 de (RaJ). 
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Tableau 1 

Liste des préhomogènes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers et commuta- 
tifs à laquelle il convient d'ajouter les cas BI(n,l) et DI(n,l) du tableau 2. 

Le numéro indiqué entre parenthèse est celui qui lui correspond dans la classification de Sato- 
Kimura ( |Sa-Ki| .§7. table I p. 144). 



(A,A ) 


Diagramme de Satake de q 




d 


di 


n 


e 


Type 


(C n , a n ) 


n î> 


2 


1 


n 


2 


I 


(C n , a n ) 


• o • o — • — c 

1 


— • 


4 


1 


n 


4 


I 


(C n , a n ) 
(2) 


o o o — rj< © 


1 


1 


n 


1 


I 


(Cs,a 3 ) 


o • • • o — 

i 

cas réel uniquement 


— © 


8 


1 


3 


8 


I 


(Mn-l,OL n ) 

c (i) 






2 


1 


n 





II 


(D2n,0>2n) 

(3) 


o o o o — o 


o — o 

® 


4 


1 


n 





II 


(E 7 ,a 7 ) 
(27) 


o o o o o — 

i 


— © 


8 


1 


3 





II 


(Mn-l,OL n ) 


• o • • © • o • 

(A, ao) = (Aznm-i, oinm) et m = 2 dans le cas réel 


2 


m 


n 





III 


(C n , OL n ) 


• o o — m<^ © 


1 


2 


n 


4 


III 



d = d.d\ et d n = nd\ 
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Tableau 2 



Liste des préhomogènes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers de type clas- 
sique de la section 7. 

Le numéro indiqué entre parenthèse est celui qui lui correspond dans la classification de Sato- 
Kimura ( [Sa-Ki| .§7. table I p. 144). 



Type 


(A,a ) 


(A,A ) 


Diagramme de Satake de q ©f F 


Conditions 


BI(n,k) 


(B n ,a k ) 
(15) 


(B m , X k ) 


Qîl CXm CKn 


k < m < n 
1 < 3k < 2n - 1 


DI(n,k) 


(D n ,a k ) 
(15) 


(D n ,a k ) 
(B m , X k ) 

(B n -i, Xk) 


o o o ■ ■ ■ o • • • • • • • 

1 

C^l Ot-m Qt-n 

- < 


1 < 3k < 2n - 2 

k < m < n 

k < n - 2 


CI 


(C n , a>2 P ) 
(13) 


(C n ,a 2p ) 




1 < 3p < n — 1 


CII 


(C n , a 2p ) 


(Cf ,<*p) 
(BC m , Xp) 


• O • © Q ■ < O 

• — o — • © • — » <r » 


1 < 3p < n — 1 

p < m 
cas réel 


DIII 


(D n ,a 2p ) 


(Cmi Xp) 

(BC m , Xp) 
n 

m = — 
L 2 J 


• o • o — • — o • 

i 

• o • • — o — • — o 

\/ 

R : n - 3p > 4 
p-adique : n — 3p > 2 et n — p impair 


n pair 
n impair 
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Tableau 3 



Liste des préhomogènes de type parabolique absolument irréductibles, réguliers de type ex- 
ceptionnels, i.e.g est de type exceptionnel, de la section 8 et les 2 exemples réels du §5.3.2. 
Le numéro indiqué entre parenthèse est celui qui lui correspond dans la classification de Sato- 
Kimura ( |Sa-Ki| .§7. table I p. 144). 

Sp = {/i G Eq I fi/t 7^ 0}, le "degré" désigne le degré de l'invariant relatif fondamental. 
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Diagramme de Satake 
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dim(g 2 ) 
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